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APRESENTACAO

Vivemos um momento histérico onde a informacédo e o conhecimento sdo elementos vitais
na configuragcdo dos novos formatos das relagbes sociais. Nesse mundo onde as
tecnologias e as redes sociais transformam a realidade a cada instante, recai sobre os
sujeitos sociais a exigéncia continua de uma formacéo profissional que os torne aptos a
atenderem as demandas de um mercado cada vez mais exigente e competitivo.

Nesse “admiravel mundo novo”, a informagdo como ferramenta de criagdo do conhecimento
torna-se um elemento decisivo na produgcdo de bens materiais que, por consequéncia,
resultardo na melhoria da qualidade de vida das populacoes.

Ciente de seu papel social e dos desafios impostos pela contemporaneidade, a Faculdade
Brasileira/Multivix Vitoria insere-se no contexto de transformacgfes das profissdes e da
sociedade com muita responsabilidade através do registro dos avangos das pesquisas nas
diversas éareas.

E com grande satisfacdo que estamos lancando o primeiro exemplar da Revista Cientifica
ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA aportando contribuicdes da tecnologia.

Nosso agradecimento a toda equipe que auxiliou na sua producédo fortalecendo cada vez
mais nossos vinculos institucionais.

Conselho Editorial
Revista Cientifica ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA
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SISTEMAS DE TELEFONIA: ESTUDO DO DIMENSIONAMENTO DE UM CALL

CENTER UTILIZANDO A TEORIA DAS FILAS
Valter Rodrigues Vasconcelos Juniort, Fernando Luiz Trazzi Junior?

1. Discente do Curso de Engenharia Elétrica na Faculdade Brasileira — MULTIVIX
2. Mestre em Engenharia Aeronautica, docente do Curso de Engenharia Elétrica na Faculdade Brasileira —
MULTIVIX

RESUMO

O Centro Integrado Operacional de Defesa Social (CIODES) foi criado no ano de 2004 para integrar o
atendimento a alguns érgaos de Seguranca Publica, como Policia Militar, Bombeiros Militar e Policia
Civil. O presente artigo tem por objetivo verificar se o referido centro suporta o0 nimero de ligacbes
diarias demandadas pelo cidaddo que necessita do servico em solo capixaba, tal como o seu tempo
de espera para atendimento, utilizando a Teoria das Filas. A partir deste estudo de caso, podera se
verificar se o CIODES necessita de mais atendentes ou de um novo sistema de atendimento, afim de
prestar um melhor servi¢o a populacéo abrangida por esse importante servico.

Palavras-chave: Trafego.Telefénico.Call center.Teoria.Filas.

ABSTRACT

Operating Integrated Center for Social Defense (CIODES) was created in 2004 to integrate the care of
some organs of public security, as Military Police, Fire and Civil Military Police. This article aims to
verify whether the center supports the number of daily connections demanded by citizens who need
service in capixaba soil, such as your waiting time for service, using the Theory of Queues. From this
case study, you can check whether the CIODES needs more attendants or a new system of care in
order to provide better service to the population covered by this important service.

Keywords: Telephone.Traffic.Call center.Queue. Theory.

INTRODUCAO

No mundo empresarial, uma boa interface de comunicacdo entre empresa e cliente é
essencial. A falta ou a precariedade desse meio pode determinar o fracasso ou insucesso
do negécio, e da mesma forma, um meio bem estruturado pode levar essa empresa ao
sucesso (ZEITHAML et al., 2014).

A comunicagdo entre empresa e cliente pode acontecer de varias maneiras, tais como
telefone, e-mail, atendimento pessoal ou correspondéncia, sendo que a estrutura telefénica
demonstra mais abrangéncia e notoriedade em territrio nacional.

Zeithaml et al. (2014) diz que, em geral, nas grandes empresas, o atendimento telefonico se
realiza através de call centers, que contam com uma central telefénica e um numero de
atendentes que varia com a demanda da empresa.

Ao entrar em contato com um call center, um cliente espera rapidez e objetividade em seu
atendimento, além da resolu¢cdo do problema que o acomete. De forma significativa, a
demora no atendimento acarreta no descontentamento daquele que deseja ser atendido,
portanto, € de suma importdncia o correto dimensionamento de um call center, que
possibilitar4, com maior rapidez, o inicio do atendimento ao cliente.
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De forma similar, os 6rgdos que compdem o Sistema de Seguranca Publica, como a Policia
Militar, devem possuir um call center bem projetado, de forma que a espera do cidadao, que
pode ser visto como cliente, seja minima.

Imagine uma pessoa que presencie um infrator roubando um estabelecimento bancario.
Naturalmente, essa pessoa tomard providéncias para que tal infrator ndo consiga
concretizar o roubo em andamento e entrard em contato com a Policia, que podera impedir
0 ato injusto ou minimizar as possiveis acoes que o cidadao em conflito com a lei poderd vir
a praticar. A partir da imaginagéo de que o cidaddo que presencia o fato tenha que aguardar
cerca de 30 minutos na linha para comunicar o fato em questdo. Evidentemente, as
consequéncias de tal espera poderiam ser desastrosas: por conta da espera para falar com
a policia, o banco foi roubado; o cidaddo de bem que queria comunicar o fato desenvolve
um sentimento de descrédito para com a Policia; é gerada uma sensac¢ao de inseguranca no
local e adjacéncias; havera uma negativagcdo da imagem institucional na midia; havera
reducdo na qualidade do servigo policial como um todo; dentre outras consequéncias.

Diante do cenario atual, que demonstra crescimento populacional no Estado, e tendo como
base que o Centro Operacional de Defesa Social (CIODES) foi criado no ano de 2004,
passando por algumas manutencgfes e atualizacdes, formulou-se o seguinte problema de
pesquisa: “O Call Center do CIODES consegue atender a demanda de ligacdes atual sem
gue o solicitante do servico espere demasiadamente ou ndo consiga falar com um
atendente?”

Na seara da Seguranga Publica, mais especificamente, quando se fala de Policia Militar, o
namero de ocorréncias provenientes de atendimentos telefénicos tem grande expressao,
sendo claramente dominante, logo, é relevante o estudo, projeto e implementacdo de um
call center que atenda bem a populagéo.

No Estado do Espirito Santo o CIODES é um projeto criado no ano de 2004 pela Secretaria
de Seguranca Publica do Espirito Santo (SESP-ES), que visa integrar em uma Unica
estrutura, fisica e digital, diversos 6rgaos da Seguranca Publica, como Policia Militar, Policia
Civil e Bombeiros Militar. Dessa forma, o atendimento a estes 6rgdos fica concentrado
nesse Centro, através do disque-emergéncia (190), que recebe milhares de ligacbes diarias,
muitas delas envolvendo fatos emergenciais (ESPIRITO SANTO, 2015).

A partir da criagdo do CIODES, a Central de Atendimento de Emergéncias - 190 (CAE)
torna-se peca principal para o atendimento ao cidaddo (ESPIRITO SANTO, 2014). Apds o
recebimento da chamada pelo operador do call center, “um atendimento eficiente a
populacéo envolve uma gama de fatores, como profissionalismo e eficiéncia do atendente,
nivel de ruidos na ligacao, volume da ligacdo, presteza do atendente, treinamento, uso
correto do sistema, dentre outros” (DAVENPORT, 1998, p.15). No entanto, mesmo com
esses e outros fatores em conformidade com o esperado, € imprescindivel e ébvio que o
atendente consiga receber a ligacdo do solicitante.

Sendo assim, deve-se ter uma central telefénica que comporte a demanda de ligacdes
recebidas, a qualquer dia e a qualquer hora, seja ela qual for. Além de comportar o nimero
de ligacdes simultaneas, o tempo de espera do solicitante do servico devera ser minima,
sendo que este Ultimo é um dos fatores que mais influenciam na satisfacao do cliente. Com
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o dimensionamento correto, € possivel melhorar o rendimento do sistema, assim como
reduzir custos e direcionar melhor os recursos disponiveis.

Este estudo buscou estudar a porta primaria para o atendimento telefénico, que é o
dimensionamento e projeto corretos da central telefénica. A partir dai é possivel se
mensurar, com 0s critérios corretos, os fatores que garantem a qualidade no recebimento
das chamadas, como o tempo de espera enfrentado pelo solicitante do servigo. O referido
estudo analisou os dados do call center do CIODES no periodo de abril a setembro de 2015.

Neste trabalho foi verificado se a central telefénica do CIODES esta corretamente
dimensionada utilizando a Teoria das Filas, nocbes de probabilidade e estatistica, e
métodos desenvolvidos por Agner Karup Erlang como o método intitulado por Erlang C, a
fim de proporcionar um atendimento telefénico de qualidade a quem necessitar, seja para
acionar a Policia Militar, o Corpo de Bombeiros Militar, a Policia Civil, a Guarda Municipal de
Vitdria, ou as demais instituices que integram o Centro. Além disso, foi verificado também,
de forma tedrica, a capacidade de atendimentos diarios do Centro Integrado Operacional de
Defesa Social, estimando um tempo limite de espera. Logo apés, foram coletados dados do
sistema vigente, confrontando-os com os resultados tedricos obtidos.

O CIODES, local onde esse estudo foi realizado, fica localizado no prédio da Secretaria de
Seguranga Publica e Defesa Social (SESP-ES), situado na Avenida Marechal Mascarenhas
de Moraes, 2355, Bento Ferreira, Vitoria-ES.

METODOLOGIA

Inicialmente, a metodologia aplicada a este artigo se deu com base em pesquisa
bibliogréafica, sendo elaborada a partir de material ja publicado por diversos autores da area
de Telefonia e Telecomunicagdes, tendo como suporte livros, artigos, cartilhas e material
disponibilizado na internet. Em principal, foi utilizado o estudo da Teoria das Filas.

No segundo momento, foi utilizada a pesquisa qualitativa, uma vez que existe uma relacéo
dindmica entre o mundo real e o objeto aqui estudado. Nessa parte da pesquisa, o Centro
Integrado Operacional de Defesa Social, situado no prédio da Secretaria de Seguranca
Publica do Espirito Santo, foi a fonte direta da coleta de dados.

Para se compreender o dimensionamento de um call center, é necessario entender alguns
conceitos basicos de Telefonia. De modo simples, um sistema de Telefonia é um processo
estocastico, ou seja, um processo de sequéncias aleatérias dependentes do tempo. Esse e
outros conceitos indispensaveis ao entendimento do problema serdo abordados nos tépicos
seguintes.

NOGOES DE ENGENHARIA DE TRAFEGO

Um call center recebe as ligacbes através de uma ou mais centrais telefénicas. De acordo
com Pinheiro (2004), uma central telefénica, que utiliza um sistema de comutagéo, pode ter
N circuitos de entrada, e M circuitos de saida, dependendo de seu projeto.

Para que uma ligacdo seja atendida, uma entrada é conectada a uma saida, que
permanecerdo unidas durante o tempo da conexao. ApOs encerrada a conexdo, essa saida
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poderd atender uma outra entrada qualquer. Se o numero M de circuitos de saida for menor
que o numero N de entrada, ocorrera, no momento em que o sistema tiver M conexdes, 0
blogueio da préxima conexao, pois esta Ao conseguird seguir no sistema através de um
canal de saida de forma imediata (PINHEIRO, 2004, p.109-110).

Em seu estudo, Marins (2011) diz que o bloqueio de uma ligagdo pode ocorrer com ou sem
espera. Em um sistema sem esperas, o cliente é imediatamente excluido, ao passo de que
em um sistema com esperas, havera a formacao de filas, que serdo abordadas neste artigo
em momento posterior.

Para o dimensionamento de uma central telefnica, é estimada uma intensidade de trafego
para o sistema, dada em Erlangs, e em seguida séo avaliados alguns fatores do sistema,
como a probabilidade de bloqueio para diferentes nimeros de canais de atendimento e o
tempo de permanéncia no sistema.

PROCESSOS MARKOVIANOS E NAO MARKOVIANOS

Segundo Pinheiro (2004), um processo € dito markoviano quando os préximos estados do
processo ndo dependem dos estados anteriores, sendo dependentes apenas do estado
atual. Para a analise de um processo markoviano se faz necessario apenas conhecer o seu
estado anterior, uma vez que o sistema nao possui memoria.

Por outro lado, um processo ndo markoviano € aquele em que se faz necessario
“caracterizar o comportamento futuro do sistema é necessario conhecer o seu estado atual e
se ter informacdes sobre o passado” (MARINS, 2011, p.11).

Os processos aqui estudados sé@o do tipo markovianos, que sao aplicados na modelagem
dos sistemas de filas.

A TEORIA DAS FILAS

Segundo Toérres (1966), uma fila, na sua forma mais familiar, € gerada quando clientes,
chegando a um posto de atendimento, ou servidor, ndo possam ser atendidas prontamente,
tendo, ocasionalmente, que aguardar para tanto, sendo que esse grupo de clientes que
aguardam é a fila.

Em sua esséncia, “a Teoria das Filas de espera é um método estatistico que permite estimar
as demoras que ocorrem quando um servico tem de ser proporcionado a clientes cuja
chegada se dé ao acaso” (TORRES, 1966, p.1), ou seja, é uma ferramenta matematica que
trata de eventos aleatorios.

Essa teoria estuda o sistema de filas, proporcionando uma maneira de definir o tal sistema
matematicamente. Com a Teoria das Filas é possivel prever também o tempo de espera em
filas, além de respostas provaveis de um dado sistema. Além disso, é possivel mensurar o
comportamento de um sistema de filas e seus parametros, como tempo de espera médio e a
probabilidade de formagdo de filas. Ha entdo a “possibilidade de testar possiveis
modificacbes em Sistemas de Filas que contribuam para melhorar seu rendimento, e obter
subsidios para escolha da melhor alternativa de agdo” (MARINS, 2011, p.3).

CARACTERISTICAS DE UM SISTEMA DE FILA
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Um sistema de filas possui algumas caracteristicas bésicas, que interagem entre si, como
processo de chegada, tempo de atendimento, o niUmero de canais de servi¢o, o tamanho do
sistema de fila, a populacao de clientes e a disciplina de atendimento.

Figura 1 — Estrutura basica de um sistema de fila (MARINS, 2011, p. 33)

Sistema de filas

Clientes
atendidos

Mecanismo de
atendimento

Fonte de Clientes
entradas

Fila @~ ——m

Como se trata de um processo estocastico, vamos assumir que os clientes do sistema
acima estruturado chegam em instantes t, ty, ts,..., em que o tempo de interchegadas, dado
por 1; = t; — t.x € uma variavel aleatoria.

O tempo de atendimento é o tempo gasto por cada cliente nos canais de servico, que
também é uma variavel aleatéria.

O numero de canais de servigo pode assumir trés formas distintas:

e Servidor unico (single server) —um cliente é atendido por vez;

o Servidor multiplo (multi-server) — existe um nimero m de servidores que podem
atender um nimero m de clientes ao mesmo tempo;

e Servidor Infinito (infinite server) — todo cliente que chega é atendido sem espera.

Segundo Térres (1966), a capacidade do sistema € medida de acordo com o nimero total
de clientes que ela comporta, estejam eles entrando no sistema, esperando para serem
atendidos ou em atendimento. A capacidade pode ser limitada por questdes de espaco,
custo ou para evitar altos tempos de espera.

A populacéo de clientes é a quantidade de usuéarios em potencial que podem vir a utilizar o
sistema em um determinado momento. A taxa de chegadas dependera da populacdo de
clientes: sera constante para populacgéo infinita, e variavel para uma populacao finita.

A disciplina de servigo nada mais € que o método de atendimento escolhido, podendo ser
ele FCFS (First Come, First Served), FIFO (First In, First Out), LCFS (Last Come, First
Served), LIFO (Last In, First Out), SIRO (Service in a Random Order), RR (Round Robin),
dentre outras.

Para Arenales et al. (2007), um sistema de filas é classificado por suas caracteristicas, e
para isso, utiliza-se a notacdo de Kendall-Lee:

A/SIm/B/K/DS
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Em que:

A = Distribuicdo de tempo interchegada

S = Distribuicdo de probabilidades dos tempos de atendimento

m = NUmero de canais de servi¢o simultaneo (servidores)

B = Quantidade de Buffers ou capacidade do sistema

K = Tamanho da populacéo

DS = Disciplina de servigo

E possivel ainda classificar as divisdes utilizadas para tempo de interchegada e distribuicéo
de tempo de servigo, conforme tabela abaixo:

Tabela 1 — Disciplinas de atendimento

SIMBOLO CLASSIFICACAO
M Exponencial (Memoryless)
Ex Erlang, com parametro K
Hx Hiperexponencial, com parametro K
D Deterministico
G Distribuicdo genérica (sem variancia)

Fonte: Os autores

Para se determinar qual o modelo de fila mais adequado para o problema em estudo foram
necessarias a verificagdo dos seguintes pontos:

Logo,

O processo de chegada e de servigo sdo processos markovianos que ndo dependem
dos estados passados, apenas do estado anterior (0 sistema nao possui memdaria);

O numero de servidores € m, constante;

No caso de formacdo de uma fila de espera, esta comportara uma quantidade muito
grande de clientes, dessa forma, a capacidade do sistema pode ser considerada
como infinita;

A populacéo de usuérios que podem vir a utilizar o sistema é muito grande, podendo
ser considerada como infinita;

A disciplina de servigo é FCFS, pois o primeiro a chegar ao sistema, sera o primeiro
a ser atendido.

nesse artigo, foi estudado um sistema M/M/m/«~/«</FCFS, que pela notacdo de

Kendall-Lee, pode ser descrito como apenas por M/M/m.

O SISTEMA M/M/m

Analisando a notacéo, extrai-se que o sistema possui distribuicdo de tempo interchegada e
distribuicdo de probabilidades de atendimento de forma exponencial, m servidores iguais de
atendimento, um numero de capacidade e populacao infinito, e a disciplina de atendimento
FCFS, ou seja, o primeiro a chegar na fila sera o primeiro a ser atendido.
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Para o estudo desse sistema é necessario saber a taxa de chegadas do sistema, a taxa de
servico do sistema e o numero de servidores. Com isso, é possivel determinar as
probabilidades em estudo no presente artigo, como o tempo em que um cliente aguarda na
fila antes de ser atendido.

Para um sistema do tipo M/M/m, considera-se que a taxa de chegadas do sistema é
constante:

M=Aparan=0,1,2,3,...

A taxa média de atendimentos do sistema é dada pelo produto do niumero de clientes pela
taxa média de atendimentos dos servidores, se 0o numero de clientes for menor que o
namero de servidores, ou pelo produto do nimero de servidores pela taxa de atendimentos
médios dos servidores, no caso contrrio:

_(npse0<n <m
" |mpsen>m

De acordo com Pinheiro (2004), a taxa de servico, ou a utilizacdo média do servidor, € igual
a taxa de chegadas total dividido pelo total da média de atendimento por servidor, e para
que o sistema de filas seja estavel, deve ser menor que 1:

A
Pl

A quantidade média de clientes no sistema depende da taxa de servico, do numero de

servidores e da probabilidade de blogueio do sistema:

p-Pq

n=m.p+
PTa=p

A probabilidade de todos os servidores estarem ociosos é dada por:

C(eme1 /W /W™ 1 -1
PO_(ano n! + m! l—A/(m.u))

A probabilidade de todos os servidores estarem ocupados depende da taxa de servico, da
probabilidade de ociosidade do sistema e do numero de servidores (equacao de Erlang-C):

Py = (2

Além disso, o comprimento esperado da fila, dado por Lq €:

— Po(A/W)™p
97 mi@a-p)2

O tempo de espera médio do sistema é dado por:

Lq

Wq=7

De modo similar, o tempo de permanéncia médio no sistema é dado por:

W = W +
u
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Com o referencial teérico supracitado, é possivel realizar o estudo da CAE do CIODES, tal
como estimar possiveis alteracdes no sistema e suas consequéncias.

APRESENTACAO DOS RESULTADOS
O CAE funciona 24 horas por dia, 7 dias por semana, contando com 120 operadores
distribuidos em 4 turnos de 6 horas cada, conforme tabela abaixo:

Tabela 2: Numero de atendentes por turno

Horario Postos
05-11h 18
11-17h 24
17-23h 28
23-05h 18

Fonte: CIODES

S&o 18 postos entre 05 e 11h, 24 postos entre 11 e 17h, 28 postos entre 13 e 23h e 18
postos entre 23 e 05h.

A partir desses dados, obtemos um total de 88 operadores por dia, e efetuando média
simples, 22 operadores por turno.

Para o estudo em questdo, foram coletados dados referentes a quantidade de ligacdes
recebidas pelo call center do CIODES no periodo compreendido entre 01 de abril de 2015 a
30 de setembro de 2015, tal como o tempo médio de espera de cada solicitante em um
servidor e a duracao média das ligacdes recebidas.

No periodo supramencionado de seis meses foi atendido pelo CAE o total de 2.431.154
chamados. Por questbes de acessibilidade da informacdo, ndo foi possivel coletar a
guantidade de chamadas de hora em hora, mas apenas a quantidade de liga¢fes totais no
semestre, portanto, a quantidade de ligagbes por més, dia e hora médias foram aferidas por
calculo partindo do valor total no semestre, e os demais valores em decorréncia deste.

Tabela 3: Média de liga¢gBes atendidas de abril a setembro de 2015:

Més LigacOes recebidas
Abril/2015 405.192
Maio/2015 405.192

Junho/2015 405.192
Julho/2015 405.192
Agosto/2015 405.192
Setembro/2015 405.192
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Média Mensal 405.192

Fonte: CIODES

Tabela 4: Tempo médio de espera médio (Wq) e permanéncia (W) em um servidor:

Variavel Tempo em segundos
Tempo de espera médio nafila 7
Duracdo Média das ligagdes 43

Fonte: CIODES

Utilizando os dados coletados, obtemos 0s seguintes parametros:

_ 405.192 13.506,40

A

= 13.506,40 chamadas/dia =
A =0,16 chamadas/segundo.

= 562,77 chamadas/hora, o0 que equivale a

Para se chegar a taxa de atendimentos médio, temos:

, portanto y = 0,028 chamadas/sequndo

W—Wq = 43-7
Com os valoresde Ae 4, p = 0,26.
Diante disso, a probabilidade de encontrar todos os servidores ociosos é:

Po=0,0033 = 0%

O tempo de espera médio na fila é:
W;=0s
Logo, o tempo médio de permanéncia no sistema é:

W=3571s

No entanto, para resultados mais eficazes, devemos tomar por base o Horario de Maior
Movimento para calcular os pardmetros do sistema. Para Lima (2011, p. 2):

O planejamento e dimensionamento dos sistemas telefénicos sdo realizados para
gue o escoamento do trafego se realize sem dificuldades, ou seja, que as chamadas
solicitadas pelos assinantes tenham alta probabilidade de sucesso inclusive nas
horas de maior movimento (HMM). A quantidade de troncos e equipamentos de
comutacao, necessarios para o fluxo do trafego telefénico sédo dimensionados em
funcdo das estatisticas da hora de maior movimento de um dia, semana, més ou
ano, da temporada de maior trafego.
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Logo, deverao ser utilizados os dados no periodo de tempo em que mais se concentram as
chamadas recebidas (HMM) pelo CAE do CIODES. Conforme explicitado acima, né&o foi
possivel coletar os dados da HMM na pratica. Logo, sera estimado aqui um valor que se
aproxime da realidade. Serd tomado aqui um fator de utilizagéo p de valor mais préximo de
1, devido a grande demanda de servigos em tal horério. Para fins tedricos, utilizaremos p =
0,90; A = 0,50; com 28 operadores no call center (tabela 2).

Com esse valor de p e m, temos p= ip =0, 0198.

m.

Sendo assim, a probabilidade de encontrar todos os servidores ociosos é:

Po = 6,0842x103 = 0%

J& o numero médio de clientes na fila é dado por:

~
~

L= 2

O tempo de espera médio na fila é:

Wq=4.5s
Logo, o tempo médio de permanéncia no sistema é:

W=54s

CONCLUSAO

Observa-se entdo que 0s nimeros obtidos teoricamente aproximam-se muito da realidade, e
gue na HMM o tempo de espera teérico Wq de um cliente na fila € de aproximadamente 4,5
segundos, resultado este que difere dos dados coletados na pratica.

A divergéncia desses resultados pode ser atribuida a falta dos dados precisos da HMM do
sistema, que sao indispensaveis para tal calculo. No entanto, foi possivel observar a
formacéo de fila e o tempo de permanéncia no sistema, que sdo relativamente proximos do
esperado.

Em outras palavras, o Call Center consegue atender & demanda de liga¢des atual sem que
o solicitante do servico espere demasiadamente, proporcionando a rapida comunicacdo
entre cliente e atendente.

No mesmo sentido, é observado que a probabilidade de um servidor estar ocioso é
praticamente nula tanto na HMM quanto fora desta. Dado o exposto, € altamente
recomendavel que em um futuro proximo se aumente a quantidade de operadores, com o
intuito de ndo se elevar o tempo de espera, jA que a demanda do centro se mostra
crescente, acompanhando o crescimento populacional.

Desta feita, fica claro que o modelo M/M/m é adequado ao CIODES que, analisando o
sistema como um todo, e ndo somente em sua HMM, encontra-se com 0 correto
dimensionamento da CAE, ou seja, o numero de operadores do sistema foi definido de
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forma correta, o que garante um bom rendimento do sistema e evita possiveis desperdicios
ou demoras no atendimento.

Além disso, uma estimativa no acréscimo de ligagdes recebidas traz a tona um estudo que
possibilita a inclusdo de novas regides de atendimento ao CIODES, o que traz beneficios,
COmo economia no processo e outras vantagens. De modo analogo, o presente estudo pode
ser verificado por diferentes angulos de visdo, como:

e Nova capacidade do sistema de acordo com o0 acréscimo ou decréscimo de
servidores;

¢ Quantidade de servidores necessarios para reducao no tempo de atendimento, ou
para um tempo maximo de atendimento;

o Possibilidade de aplicacdo de outras disciplinas de servico no sistema (FIFO,
SIRO,...);

Tendo em vista os aspectos observados, é possivel afirmar que estudo em questdo deve ser
feito de forma continua, como por exemplo, a cada 5 anos, de forma a garantir que o
sistema atenda de forma satisfatdria o cidadao que se encontra em solo capixaba.
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RESUMO

O presente artigo busca demonstrar a importancia dos conceitos de equacdes diferenciais na
modelagem matematica voltada ao desenvolvimento da camada limite sobre uma placa plana soélida.
O conhecimento das técnicas de equacdes diferenciais € de suma relevancia na formacdo de
profissionais e graduandos de engenharia, pois tais permitem descrever matematicamente e
compreender como os fendmenos fisicos se comportam na realidade. Nesse contexto, o dominio das
equacdes diferenciais se tornou um objeto elementar e prioritario, pois até equagfes simples que sdo
resolvidas analiticamente podem ilustrar um problema real, contudo, problemas envolvendo
modelagens com equacdes diferenciais mais complexas ja séo solucionadas com a utilizagdo dos
métodos numéricos.

Palavras-chave: Equacdes. Diferenciais. Modelagem. Camada. Limite.

ABSTRACT

This article seeks to demonstrate the importance of the concepts of differential equations in the
mathematical modeling focused on the development of the boundary layer on a solid flat plate.
Knowledge of the techniques of differential equations is of paramount importance in the formation of
professional and engineering graduate students, as these allow mathematically describe and
understand how physical phenomena behave in reality. In this context , the field of differential
equations became an elementary and primary object , because even simple equations which are
solved can analytically illustrate a real problem , however, problems involving modeling more complex
differential equations are already solved with the use of numerical methods .

Keywords: Equations. Differential. Modeling. Boundary Layer.

INTRODUCAO

A engenharia contempla uma vasta area de aplicacdes de fendmenos fisicos presente na
natureza, em especial a engenharia mecanica possui conceitos e modelagens matematicas
bem aprimoradas, o que permite ampliar tais fundamentos em diversas é&reas da
engenharia. Dentre elas, a area de termo-fluidos é um horizonte de grande relevancia
cientifica e pratica para engenharia.

A mecanica dos fluidos é um dos pilares da termo-fluidos, esse ramo estuda as
propriedades e o comportamento dos fluidos, essa area é extremamente encantadora e
deslumbrante devido a sua matematica refinada e um amplo conjunto de aplicacdes
praticas, como na hidraulica, sistemas de ventilacdo e ar condicionado, aerodinamica,
automobilismo e ainda na medicina.

Essa diversidade de aplicagbes da mecénica dos fluidos néo foi facil de ser atingida, pois a
grande complexidade de trabalhar com fluidos e a falta de tecnologia atrasaram esses
fundamentos. Porém, no ano de 1904, um dos maiores cientistas e atualmente conhecido
como pai da mecanica dos fluidos moderna, Ludwig Prandtl trouxe uma nova perspectiva
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que mudou radicalmente o pensamento em referéncia aos problemas relacionados a fluidos.
Prandtl prop6s separar um escoamento em duas regifes: uma regiao na qual a viscosidade
€ nula, cuja equacdo classica de Euler é valida e uma regido estreita proxima a superficie
em que os efeitos viscosos devem ser considerados nessa regido denotada como camada
limite (FREIRE, 2002) (CANEDO, 2000).

Nesse contexto, as equagOes diferenciais surgem como um elo para ligar os fenbmenos
fisicos com a modelagem matematica, pois na maioria dos problemas de engenharia as
equacgles de governo sdo descritas por equagdes diferenciais. Com isso, fica evidente que
um estudo mais rico e conceitual sobre os fundamentos de equacbes diferenciais
proporciona um efeito gigantesco na formacdo dos engenheiros contemporéneos, sendo
aptos a resolver e lidar com diversas circunstancias praticas no cotidiano.

TECNICAS ELEMENTARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

As equagOes diferenciais possuem uma aplicabilidade gigantesca em um leque de
problemas bem significantes na engenharia, como por exemplo, escoamentos de fluidos, a
teoria da viga elastica, conducdo de calor, hidraulica dos solos, sistemas de vibracbes
mecénicas e flambagem de colunas. Dependendo de como for analisado tais problemas é
possivel resolver analiticamente, contudo, os problemas préximos da realidade possuem
equacdes diferenciais com um nivel de complexidade elevado. Entdo surge a grande
importancia de classificar as equacgfes diferenciais, afim de entender quais tipos de
equacdes diferenciais retratam os fendbmenos fisicos, buscando a partir disso, métodos,
técnicas e conceitos para resolver tal equacdo (BOYCE; DIPRIMA, 2013) (ZILL; CULEN,
2001).

CLASSIFICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
As inumeras equacdes diferenciais que estdo presentes nas mais diversas modelagens

matematicas dos fenémenos fisicos podem em modo geral receber algumas classificacdes,
como, por exemplo, em relagdo ao tipo, ordem, linearidade e homogeneidade (Figura 1).

Equagoes Homegénea ou
leerencEaElgg)rdmarlas ™ Nao homogénea

~

Equagdes | 12,22 ...,n-ésima
\ Diferenciais / ordem
S
Equacodes L Linear ou
Diferenciais Parciais Nao linear
(EDP)

Figura 1: Classificacao geral das equacdes diferenciais.
Fonte: Elaborado pelo autor

Sem duvida quando se analisa uma equacdo diferencial, uma das mais importantes
classificacdo € referente a sua natureza, isto é, definir se uma equacéo diferencial € uma
EDO, depende de um uUnico parametro, por exemplo, a equacdo 1 esboca a equacao da
curva elastica para deflexdo de vigas.

=i ®

dx* EI
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Por outro lado, as equacdes diferenciais que variam ao longo de dois ou mais parametros
sdo denominadas como EDP, por exemplo, a equacdo 2 apresenta a equacao basica do
fluxo bidimensional para movimento de agua nos solos.
4 4

ky Stk T =0 )
Entdo, € muito importante conseguir distinguir qual tipo de equacao diferencial o problema
esta submetido, pois € comum n&o conseguir escrever a solugdo exata, na qual as técnicas
elementares para a solucdo de uma equacéo diferencial ndo resolvem o problema. Um
cenario muito comum que ocorre tais eventos sdo 0s casos envolvendo fluidos, por terem a
equacao de Navier-Stokes, que é uma equacdo diferencial parcial de néo linearidade e com
muitos termos que podem afetar significativamente os resultados finais.

Com isso vem a necessidade de encontrar formas para resolver tais tipos de equacoes,
como o uso de hip6teses simplificadoras, que acarreta em um modelo mais simples de
solucdo, andlise de ordem de grandeza, ou seja, quando se despreza alguns termos
comparando com parametros e, principalmente, a utilizacgdo dos métodos numéricos
computacionais.

FILOSOFIA DOS METODOS NUMERICOS
Os métodos numéricos sdo uma ferramenta de extrema relevancia na solucéo de problemas

encontrados na engenharia, fisica, matematica, quimica e diversas areas da ciéncia. Sao
métodos que fornecem resultados aproximados, porém muito eficientes para a solucdo de
diversos tipos de equacgdes matematicas que governam o0s problemas fisicos. Nesse
contexto existem varios métodos numéricos que foram desenvolvidos ao longo do tempo
com o objetivo de aproximar solugdes, por exemplo, métodos das diferencas finitas, volumes
finitos, elementos finitos, Newton-Rhapson, Runge-kutta, Euler, regra de Simpson e entre
varios outros métodos e técnicas. Ressaltando que a escolha do método correto pode
diminuir significativamente algum erro nos resultados finais do problema.

Problema | Modelagem Modelo -
Fisico Matematico

Método
| Numérico

Solugao
| Aproximada /

Figura 2: Filosofia geral de aplicagdo dos métodos numéricos
Fonte: Adaptado de Carvalho e Maia (1987, p. 01)

Nesse ambito, os meétodos numéricos em geral possuem uma filosofia de aplicacdo
semelhante entre si (Figura 2). Muitos problemas e circunstancias que ocorrer na natureza
sdo representados por equactes diferenciais (podendo ser parciais ou ordinarias), esse
processo de modelar o problema fisico (utilizando hipéteses simplificadoras) ja é a primeira
aproximacdo de engenharia. Logo, em alguns casos é possivel resolver as equacdes

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), vol. 1, n° 1, ano 2016



21

diferenciais que modelam os fenémenos de forma analitica, porém em certas ocasides as
equacles sdo complexas e os métodos huméricos sdo o caminho mais facil, gerando assim
a segunda aproximacdo do problema. Um dos métodos mais conhecidos e famosos que
resolver equacdes diferenciais € o método de Runge-Kutta, ele oferece um percentual de
erro bem insignificante (KREYSZIG, 2009)(GILAT; SUBRAMANIAM, 2009).

METODO DE RUNGE-KUTTA

As equagbes diferenciais ordinarias ou simplesmente EDO, frequentemente, descrevem
fenbmenos da natureza. Existem varias formas e técnicas para obter uma solucdo de uma
EDO, o método de Runge-Kutta € um bom caminho. Esse método pode ser aplicado quando
temos uma equacéo diferencial com o seguinte formato:

Y = fxy) 3)

Deixando claro que o método de Runge-Kutta néo se restringe a resolu¢cdo de uma EDO de
1° ordem. Para resolver uma EDO de ordem mais alta pelo método, basta fazer uma
mudanga de variavel. Logo, as equac¢des em geral podem ser solucionadas utilizando a
expressdao determinada por Carl Runge e Martin Wilhelm Kutta em meados de 1900
(VALLE, 2012).

1
Yn+1 =Yn T (kg + 2k, + 2k3 + ky) 4)

Em quek,, k,, k;e k, sdo constantes ja definidas como:

ky = hf(xp, yn) (5a)
Ky = hf (xy + 3,y +3k1 ) (5b)
ks = hf(xq +3,yn + 5k (5¢)
Ky = hf(xp + h,y, + k3) (5d)

Esse método é relativamente “facil” de ser aplicar na solucdo das equagfes ordinarias, ou
seja, tal método nada mais é do que um sistema de interacdo termo a termo. Em muitas
circunstancias ndo € muito agradavel buscar tentar resolver uma equagdo diferencial
analiticamente, e sim a utilizacdo de um algoritmo computacional que fornecera valores
aproximados do problema. Todavia, € muito importante compreender como funciona cada
etapa do método antes de aplica-lo a uma rotina de programacdo (CARVALHO; MAIA,
1987).

MODELAGEM MATEMATICA

A teoria da camada limite € umas das ideias mais extraordinarias e importantes da mecanica
dos fluidos, desenvolvida por Ludwig Prandtl em 1904, tal ideia é uma ponte entre
escoamentos sem viscosidade, na qual a equacdo de Euler é valida, porém néo
representam de forma adequada os problemas de engenharia envolvendo fluido e
escoamentos viscosos que sao representados pela equagcéo de Navier-Stokes. A teoria da
camada limite afirma que é possivel analisar o escoamento em torna de um corpo em duas
regides. Isto é, o escoamento préximo a superficie do corpo seria considerado os efeitos
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viscosos, e fora dessa regido os efeitos viscosos seriam despreziveis. Essa regido que
separa o tipo de escoamento foi denominada camada limite (Figura 3), que € uma regido de
pequena espessura, proxima a superficie do corpo, com gradiente de velocidade grande e
as forgas viscosas sendo relevante nas analises (FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2006)
(CENGEL; CIMBALA, 2007) (FREIRE, 2002).

Figura 3: Desenvolvimento da camada limite.

|
! TRANSICAO

| |
| L |

— LAMINAR

TURBULENTO

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir da equacgdo que rege a mecéanica dos fluidos, ou seja, equagdo de Navier-Stokes,
Prandtl realizou uma analise de ordem de grandeza (ou magnitude), e obteve as equacdes
da camada limite. Ou seja, uma analise de ordem de grandeza trds em sua esséncia uma

comparagdo entre grandezas e assim € possivel em alguns casos desprezas certas
propriedades que ndo possuem tanta influéncia nas analises.

O adimensional numero de Reynolds € um termo que relaciona as forgas inerciais e
viscosas num escoamento e € de grande relevancia para diversos tipos de escoamento,
pois permite fazer uma analise prévia e rapida sobre o escoamento estudado. Para um
escoamento externo sobre uma placa plana, podemos escrever que:

Re = "”;L (6)

Onde p e y séo respectivamente a massa especifica e a viscosidade do fluido, U., eX sdo a
velocidade da corrente livre (fora da camada limite) e 0 comprimento caracteristico da placa.
Dentro desse amplo conjunto de problemas da mecanica dos fluidos, € necessario usar
algumas restricbes na modelagem, a fim de simplificar a equacdo de Navier-Stokes, entdo
considere as seguintes hipéteses simplificadoras:

I. Fluido Newtoniano: Tensé&o de cisalhamento proporcional a taxa de deformacéo.
Il. Massa especifica (p) e viscosidade (i) sdo constantes.
lll. Escoamento em regime laminar.
IV. Escoamento em regime permanente.
V. Escoamento bidimensional.
VI. A ordem de magnitude da espessura e muito menor que o comprimento da placa
(6 K L).

Para realizarmos as andlises de ordem de grandeza (ou magnitude), vamos determinar cada
ordem de grandeza de cada termo das equacgdes (Tabela 1).
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Tabela 1: Ordem de grandeza dos termos

Termos da Equacao Ordem de Grandeza
u [U.]
\Y [Ve]
X [L]
y [8]
P [p]
A (]

Fonte: Elaborado pelo autor

Da equacgéo da continuidade, podemos obter as primeiras relacées em termos de ordem de
grandeza para auxiliar na demonstracdo das equacdes da camada limite. Tendo em mente,
estamos considerando psendo constante. A equagdo da continuidade na forma vetorial fica:

V-V=0 (7)

Em coordenadas cartesianas:

du ov ow 0 (8)

ox | ox | o0z
Como o escoamento é bidimensional, a componente de velocidade w sera considerada nula.

du v
wt =0 9
Fazendo uma analise de ordem de magnitude (ou grandeza) para cada termo da equacéo 9,
temos que:

£+ [5]=0 (10)
[V.] = [U°° %] (11)

Como a espessura (0) € muito menor que o comprimento (L) da placa, tem que V., é bem
menor que U.. Logo, isto acarretard que v « u. Para apresentar as equacdes da camada
limite, trabalharemos com a equacdo que governa grande parte dos fendmenos da
mecéanica dos fluidos, a equacdo de Navier-Stokes ou equagdo da quantidade de
movimento.

p(g + V(v-V)) = —VP+ pg+ p(V?V) (12)

O formato mais conhecido da equacdo de Navier-Stokes e quando se expressa em
coordenadas cartesianas, obtendo-se o conjunto de trés equacdes 13a, 13b e 13c;

L

du du du du
D(E+U&+ V@'l‘WE)—ng—a + o2 O_yz 972 (13a)

ov ov ov ov oP 9%v . 0%v | 0%v
p(E+u&+ Va_y+W£) = pgy—a—y +“(ﬁ+0_yz+ﬁ)(13b)

ow

ow ow ow oP 2 2 2
p(ﬁ+ua+ V6—y+WE) —pgz—z +|J(—+—+—)(13C)
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Analisando a equacéo de Navier-Stokes na direcéo x:

du opP (E)Zu 9%u E)Zu) (14)

du du ou
p(a+“&+ V5+W£)—pgx‘a TGt oz T oz

Atribuindo as hipéteses simplificadoras e lembrando que a gravidade atua somente na
vertical, o termo pg, sera nulo, entdo ficamos com a seguinte equagao:

p(ufet viy) =5 +u (5 +57) (15)

Inicialmente, a ordem de grandeza do gradiente de pressdo em x ndo sera analisada. A
ordem de grandeza de cada termo da equacao (15) fica expressa como:

[pue ]+ [ov-] = o]+ o5 (16
Pela equacao da continuidade, obtivemos o termo V.., substituindo na equacéo (16).
[pu- ]+ [pu- B) 5] = [wiz] + [v3] )

Observando a equacao acima e recordando que existe uma relacdo entre a espessura o da
camada limite e o comprimento da placa L, ou seja, nas hip6teses simplificadoras foi
proposto que & « L. Entdo, seguindo esté ideia é razoavel dizer que:

]« | (18)

Portanto, com base na expressao 18, podemos desprezar a derivada de ordem segunda em
relacdo a x.

a? a?
Py < 22 (29)
62

Desde modo, a equacgédo de Navier-Stokes na dire¢é@o x vai se reduzir a seguinte equacao:
du du _ oP 9%u
p(u£+ Va_y)__& +H(a—yz) (21)
Dividindo a equacao 21 pela massa especifica p, obteremos umas das equac¢des da camada

limite. Em qued = u/p é a viscosidade cinemética do fluido.

du du 10P %u
U&‘l‘ Va_y__;& +80_yz (22)
Analisando os termos convectivos e viscosos da equacdo 22 em relacdo a sua ordem de
grandeza, podemos considerar que a ordem de grandeza dos termos € aproximadamente:
Ue

-] o2 2
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Generalizando o comprimento (L) da placa, por um comprimento quaisquer (x). Podemos
definir que a espessura da camada limite estd4 intimamente ligada com o ndmero de
Reynolds e o comprimento da placa.

N TR S
o~ oU. - % VRe (24)

Estudando cada termo da equacao de Navier-Stokes na direcao y.

av av ov JaP a%v 9%v a%v
p(5i+use+ —+W =) = pgy - ay+“(ﬁ+a—yz+ﬁ) (25)

Aplicando as hipoteses simplificadoras na equacgdo de Navier-Stokes. Tendo em mente
que as forca de campo pg,ndo € desprezivel em relacdo a y, pois a gravidade atua na
vertical.

p(u—+ vav) Pgy — ap+p(%+giy‘2’) (26)

Desconsiderando inicialmente o gradiente de pressao e as forcas de campo na andlise de
ordem de magnitude.

o0+ o] = [ + 5] @
Aplicando a relagéo obtida na equacgéo da continuidade (V.) na equacao 27, tem-se que:

[pu- ()il + [ (52) )3l = () + ()3 (28)

[pu- =] + [eu- 52l = o] + v (29)

Analisando cada termo da equagéo 29, concluimos que a derivada de ordem segunda em
relacdo a x pode ser desconsiderada, pois 8 « L.

] o5 @0
3 (31)
Z~0 (32)

E extrema importancia nesse momento fazer comparacéo global das analises realizando a
equacdo de Navier-Stokes na direcdo x e y. Note que, o estudo de ordem de magnitude dos
termos convectivos e viscosos de ambas as equagfes possuem uma relacdo bem préxima
entre si, ou seja, comparando a equagédo 17 com a equacado 29 respectivamente.

[pu- ]+ [ev- 25 = (v + [ (33)

Reorganizando os termos da equacao 33.
[T @)+ [p-25 @) = [pE O+ b3 Q) (34
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Podemos verificar um elo entre as duas equacgdes acima, dai escreve que:
Equacgéo 34 = %Equagéo 33 (35)

Ordem de grandeza das variaveis na direcdo y sdo menores que as variaveis na direcao x,
pois 8 K L. Logo, os termos convectivos e viscosos da equacao y, podem ser
desconsiderados.

av aP 02_V 62V) (36)

p(“%f Va—y)= PE 5y +“(axz+a—yz

Entdo atribuimos que v « u, acarretara que a equacdo de Navier-Stokes na direcdo y se

reduzird a seguinte expressao.

P

Como a presséo estd dependendo de uma coordenada somente, podemos remover a
derivada parcial e atribuir uma derivada total. E frisando que o termo pg fica com o sinal
invertido, devido a coluna de fluido.

ap_
= P8 (38)

Separando as variaveis semelhantes e integrando ambos os lados da equagé&o 38, obtém-se
que:

P= —pgy+C (39)

Essa consideragdo é muito conveniente, pois temos que o valor maximo de y é a espessura
da camada limite 6. Como a espessura da camada limite é pequena, temos que a coluna de
fluido na camada limite pode ser desconsiderada.

Figura 2: Pressdo na camada limite sob uma placa plana soélida

e vy &

CAMADA LIMITE

'
1
'
|
|
i
t
|
I
|
'
1
1
I
'
1
1
'
1
1
1
1

2

T
I
'
'
1

Fonte: Elaborado pelo autor

Por isso, chegamos a conclusdo que a pressao ndo variara em y. Logo, o gradiente de
pressao vertical é desprezivel na equacdo da quantidade de movimento.

P _

50 (40)
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Em outras palavras, dentro e fora da camada limite a pressdo ser4 a mesma (Figura 2),
logo, a pressado sé variard na direcdo x. Isso € cdmodo para as analises, porque dentro e
fora da camada limite a pressdo em relacdo a y é aproximadamente a mesma. Assim €&
possivel determinar qualquer valor da pressdo em X.

ap ap
or ~ = 41
5x| DENTRODA 5x| FORA DA (41)
CAMADA LIMITE CAMADA LIMITE
u+0 u=0

Como a pressao dentro e fora da camada limite € a mesma, podemos analisar a pressao
fora da camada limite, na qual a viscosidade (u) € aproximadamente nula. Imediatamente,
fora da camada limite é possivel utilizar a equacao de Bernoulli.

P+ pgy + pTuz=cte (42)

Aplicando a equacéo 42 entre os pontos x; e x,. Como o referencial em y ndo varia temos
que y; =y, =y. Os termos gravitacionais da equacdo de Bernoulli se anulardo, entdo
podemos escrever que:

2 2
Py, + —p(“;‘l) =P, + —p(“;‘z) (43)

Dividindo a equacao 43 pela massa especifica p.

Py, Py ()’ (ux,) (44)
) p 2 2

Admitindo que x; e x, sejam tao proOXimos que se possa escrever que x, = x; + Ax.

PX]__PX1+AX _ (ux1+ AX)Z_(uxl)z (45)
p - 2

Dividindo por Ax a equagéo 45, e tomando o limite quando Ax — 0, temos que:

l:’xl+ AX_PX1 _

. . (ux +Ax)2_(ux )2
lim lim arax) () (46)
Ax—0 —pAx AX—0 2AxX

Desse modo, chegamos a seguinte expressao:

10P _ 10(ux)?

Tpax 2 o (47)
Utilizando os conceitos primarios de calculo, sabe-se que:
du? _ ., duy
Brate 2Uy . (48)
Substituindo a equacéo 48 em 47, temos a seguinte relacdo matemética.
10P OJuy
Toox . Xax (49)

Se atribuirmos y=90 e uy =U.. E lembrando que a velocidade da corrente livre é
constante, a derivada sera nula.
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10P _ .+ 9Us _
—Eg—Uw 7 =0 (50)
Portanto, aplicando o resultado obtido na equagdo 50 em 22, pode-se concluir que a
equacdo da quantidade de movimento ou Navier-Stokes na direcéo x fica expressada por:
du du _ ,0%u
u—+ Voy = 8a_3ﬂ (51)
A equacgado 51 e a equacdo da continuidade serdo utilizadas para descrever o perfil de
velocidade na camada limite sobre uma placa plana. Veja que mesmo considerando
algumas hipéteses para simplificar a equacdo de Navier-Stokes, ainda encontramos uma
grande dificuldade para resolvé-la. A solucéo para esse problema foi determinada em 1908,
pelo engenheiro alemédo chamado Paul Richard Heinrich Blasius, que foi um dos primeiros
alunos de Prandtl. Tal buscou solucionar as equacfes da camada limite formada ao longo
de uma placa plana, reduzindo a equacédo 51queé parcial, em uma equacédo ordinaria nao
linear. Para isso, utilizou os conceitos de funcdo corrente e mudancas de variaveis
(BRANDAO, 1991) (PITTS; SISSON, 1981).

Figura 3: Perfil de velocidade ao longo da placa

Up,
, S
4 W T — Camada
/,/ — :)) u(x,y) r))// Limite
; — |

Fonte: Elaborado pelo autor

De acordo com a hipétese de similaridade de Blasius, tal reconhece que o perfil de
velocidades esta estabilizado ao longo da placa, ou seja, como a placa é infinitamente
longa, o perfil € 0 mesmo em qualquer coordenada x (Figura 3), introduzindo a variavel de
similaridade n (CENGEL; CIMBALA, 2007).

=0 (52)

A equagédo 52 possui um termo adimensional que envolve a velocidade dentro da camada
limite (u) e a velocidade da corrente livre (U.,). E o termo n é dado como:

0~ (53)

SIRRS

Entdo, a equacgéo 24 pode ser reescrita como sendo:

X Ix
0~ e = \E 4

Desse modo, podemos determinar uma relacdo entre a variavel de
similaridade n adimensional com as variaveis x e y.

Ueo
n= 3502 (55)
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Utilizou a funcéo corrente (1) em relacdo a componente u.

_ o
u=7g (56)

E para a componente v, a fungéo corrente é expressa por:

_ _ %y
V== (57)

Escrevendo a equacédo da continuidade em termos de fungéo corrente, obtemos que:

du av

wt 5= 0 (58)
d dy a0y
axoy oyox 0 (59)

Note que a equagdo da continuidade fica totalmente satisfeita em termos da funcéo
corrente. Entdo, escrevendo a equacdo 51 em termos de funcéo corrente.

du du d%u
UE + V(')_y = ﬁa_yz (60)
200y 00 (00) g0 0w (61)
dy dxdy  oxady \ay/) ~  dy? dy

Logo, a equacao 62 € uma equacao diferencial parcial (EDP) de terceira ordem.

Py 0wy _ 0%y (62)

dy 0xdy  0x 0y? dy3
A solucédo da equacdo 62 vem do método de combinacdes de variaveis, ou seja, esse
método funciona quando o problema em questdo permite que associassem x e y em uma s6
variavel adimensional, ou seja, para a camada limite em placa plana temos o termon
determinado na equagéo 55. Assim, podemos transformar uma equacao diferencial parcial
(EDP) em uma equacao diferencial ordinaria (EDO). Entdo, adimensionalizando a funcéo
corrente.

f= 5 (63)

Fazendo uma analise dimensional dos termos da equacgéo 62. Tendo em vista que 0 nUmero

de Reynolds é adimensional. Logo i ed terdo que ter a mesma unidade, para que a termo f
seja adimensional. Da equacéo da funcéo corrente para a componente u, temos que:

oy =udy =[] = [F]m] = =] (64)
A lei da viscosidade de Newton, nos forneceré a unidade da viscosidade do fluido.

v= g =[Pl = W[7] 1] = =% (65)

ms

Como a viscosidade cinematica do fluido é a fracdo da viscosidade pela massa especifica.

o= 2= 101 [ 2] - [2] o

ms] Lkg s
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Com essas relagbes conclui-se que f €& adimensional. Usando as técnicas do célculo,
iremos determinar as componentes de velocidade u e v em funcdo das variaveis
adimensionais f e n. Para buscar um elo entre tais os, partiremos da seguinte expressao:

n= -5 |+ (67)

Determinado dn/ dx e dn/ dy, teremos que:

n_o(y [u
ay  dy (xl/2 9 > (68)
Para a derivada em relacdo a y, temos que x, U.e 3 serdo constantes.

on _ 1 Us 0
oy xiz ?a_y(Y) (68)

Portanto, derivada de n em relagéo a y € dado por:

on _ |Ue
P (69)

Analogamente, para derivada em relagdo a x, teremos que y, U.e 9 serdo constantes.

on_ oy [Ue)_  [Uud /s _1/2
a-a(mﬁ)—y 55 &) (70)
Com isso, derivada de n em relagéo a x € pela equacéo 71.

on_ _y U (71)

ox 2x 4 9x

Porém podemos simplificar a equac¢ao acima, substituindo a equagéo 67 na expressao 71.

on_ _1pl (72)

ax 2 'x

Desse modo, executando o mesmo procedimento para a equacao 63. Frisando que o termo
f depende tanto de x e y.

¢ =f9VRe = f9 |[== (73)

9
Realizando algumas manipulagfes algébricas para determinar dy/ dy. Sabendo que 3, U.e x

sao constantes.
o _3f g [Uex
ay ayﬁ S (74)

Seguindo o mesmo raciocinio anterior, € possivel determinar a derivada parcial dy/ 0x.
Considerado nesse caso qued e U, sdo constantes.

oy Us 0
&— 9 ?&(fxl/z) (75)
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Aplicando uma regra do calculo diferencial para determinar a derivada entre xe f, ou seja,
utilizando da regra do produto.

=9 [ (E+%v) (76)

6x

Com as relagbes matematicas vista até o0 momento, podemos propor algumas relagdes com
as componentes de velocidade u e y. Entdo, aplicando a equacdo 74 na relacdo da
componente de velocidade u em termos de fung&o correntey, obtém-se que:

_ v _ 9 g [uax
== oy (77)

Multiplicando o humerador e denominador por dn, e substituindo a relacéo 69.

af an ,wa U ’wa

an ay ns\/% T (78)
Entdo, a componenteu da velocidade em termos do adimensional f e o termo n, é dada
pela equacgéo 79.

u=U,ZL (79)

De forma bem similar, aplicando a equacado 74 na relacdo da componente de velocidade v
em termos de fung&o corrente .

- _w_ _g|U=(f ,0f
V= ox 8\/: (2\& + 0x \/;) (80)
Multiplicando o numerador e denominador por dn, e substituindo a rela¢do 72.
_ f ﬂ 6r1 _ Uwo af (1
=9 ( =T an ax - ﬁf f] )‘/_] (81)

Fazendo as devidas simplificacbes na equacdo acima, chega-se na relacdo para a
componente de velocidade v em termos de f e n.

vt 2= (n ) @2

Para escrever a equacéo da quantidade de movimento em relagédo af e n, basta realizar as
derivadas da componente u, cuja equacao é expressa abaixo:

u= Umg—’n‘ (83)
A derivada em relagéo a x € dada por:
du _ o of _ 9%f (on
ox Ue an (6X) Ue oz an? (6X) (84)

Aplicando a equacéo 72, chega-se a seguinte expresséo.

ou __ U00 0%f
& - n 61] (85)
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A derivada em relagédo a y segue a mesma légica, tendo atencdo a respeito da aplicacdo da
equacao 69.

ou _ U 0%f

2y — Ve[ 5x om2 (86)

Pela equacao 86, é facil de encontrar a derivada segunda em relagéo ay.

u_ oy [omos
T <Uw \/; anz) (87)

Manipulando e substituindo adequadamente a equacédo 69, teremos que:

9%u _ ,Um 0% f Us
(')_yz = U, §ﬁ< g) (88)
Portanto, a derivada segunda da componenteu em relagdo ay é expressa pela seguinte

relagdo matematica.

%u _ Ug2d%f
ayz ~ 9x o3

(89)

Por fim, substituindo as equacgbes 79, 82, 85, 86 e 88 na equagdo 60. Como as variaveis
estdo dependendo somente de uma variavel, podemos atribuir uma derivada total e assim
obter a seguinte equacao ordinaria nao linear.

d3f d?f
255+ f52=0 (90)

A equacédo 90 ficou conhecida como a equacéo de Blasius. Tal pode ser resolvida utilizando
métodos numéricos, como por exemplo, método de Runge-Kutta.

MODELAGEM MATEMATICA

A equacdo de Blasius para camada limite ao longo de uma placa plana sélida € uma
equacao diferencial ordinaria de terceira ordem, cuja solucao é dada pelo método de Runge-
Kutta. Definindo as variaveis auxiliares, tem-se que:

ar _
E =z (91a)
jin{ =z =w (92b)
ginf; =z =w (93c)

Reescrevendo a equacao do problema de Blasius:
dw _

Entdo podemos substituir uma equacgédo diferencial ordinario de 32 ordem por um conjunto de
trés equacdes diferenciais ordinérias de 12 ordem.
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df _

E =7z (93&)
dy

aw 1

H =3 fW (93C)

As condi¢gBes de contorno conhecidas para o problema séo apresentadas pelas equacdes
94a e 94b.

n=0=f=z=0 (94a)
n o0 =2z-0 (94a)

Para determinar a outra condicdo necessaria para a solucdo, aplica-se o método de
inspecdo de raiz, denominada método de Newton-Raphson. Assim, obtém-se a seguinte
condicao:

w(0) = z(®) = 1 (95)

Portanto, a solugdo do problema da camada limite hidrodindmica ao longo de uma placa
paralela pode ser visualizada na tabela2.

Tabela 2: Resultados numéricos do problema da camada Limite ao redor de uma placa plana

0=y Y= ! F=ge r"
0.000 0.000 0.000 0.332
0.500 0.042 0.166 0.331
1.000 0.166 0.330 0.323
1.500 0.370 0.487 0.303
2.000 0.650 0.630 0.267
2.500 0.996 0.751 0.217
3.000 1.397 0.846 0.161
3.500 1.837 0.913 0.108
4.000 2.305 0.955 0.064
4.500 2.790 0.979 0.034
5.000 3.283 0.991 0.016
5.500 3.780 0.997 0.007
6.000 4.279 0.999 0.002
6.500 4.779 1.000 0.001
7.000 5.279 1.000 0.000
7.500 5778 1.000 0.000
8.000 6.278 1.000 0.000
8.500 6.778 1.000 0.000
9.000 7.278 1.000 0.000
9.500 7.778 1.000 0.000
10.000 8.278 1.000 0.000

Fonte: Elaborado pelo autor

Com base nos resultados numéricos obtidos pelo método de Runge-Kutta, € possivel
esbocar algumas grandezas fisicas de interesse. Determinando f’'=u /U, = 0,990 a
variavel de similaridade deve assumir aproximadamente n = 4,90, entdo fazendo y =6 e
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substituindo tais parametros na equacao 55, podemos escrever que a espessura da camada
limite € dada pela seguinte expressao:

5 _ 490
x = Vre (96)

Analogamente, outra grandeza de importancia é a tensédo de cisalhamento na parede t,,.
Quando y = 0e n = 0 teremos que f" = 0,332, substituindo tais parametros na equacao 86
e aplicando na lei de viscosidade de Newton, chega-se ao seguinte resultado.

0,332

VRe

Tw = pUc?o (96)
Nesse contexto, como a massa especifica e velocidade da corrente livre sdo constantes, a
tensdo de cisalhamento diminui em relacéo a x, devido ao termo x'/2.

CONCLUSAO

A engenharia possui grande macro-areas de estudo que é responsavel em formar uma
unido entre 0s conceitos abstratos matematicos e a pratica. Nesse ambito, a modelagem na
engenharia vem buscando descrever de formar mais real possivel os diversos fenébmenos
fisicos da natureza, a fim de compreender o comportamento de cada propriedade, grandeza
e suas interacbes com meios internos e externos. Dentre a diversidade de problemas
encontrados, a area da mecéanica dos fluidos possui um grande destaque, devido as
inimeras aplica¢des de importancia em diversos fendbmenos da ciéncia.

A teoria da camada limite € um tema que ilustra de forma elegante a relacao entre teoria e
pratica, pois o entendimento correto fornece um dominio de um conjunto de fendbmenos
fisicos que estdo submetidos a algumas interacdes com um fluido, isto €, superficies que
estdo expostas a um determinado escoamento, como ao redor de uma asa de aeronave ou
em tubulag6es hidraulicas. Contudo, a verdadeira assimilagdo vem somente com uma base
sélida da tedrica dos calculos e equacgbes diferenciais, pois, 0 conhecimento do fenémeno
fisico s6 é amplo se houver uma compreensdo da modelagem matematica e da algebra
associada.

As equac0es diferenciais descrevem boa parte dos problemas encontrados na engenharia, e
inclusive os fenémenos relacionados a mecanica dos fluidos que possuem as equacdes
diferenciais como bergo de sua modelagem. A partir disso, vale destacar novamente que as
técnicas tedricas sdo de grande relevancia para os profissionais de engenharia e aos
graduandos, pois tais conhecimentos irdo ligar o conjunto tedrico académico com a pratica,
fornecendo uma visdo mais abrangente do problema e de suas variagoes.
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RESUMO

O presente artigo expde a relevancia conceitual e matematica do uso de equacgdes diferenciais
voltadas para modelagem das curvas elasticas de elementos reticulares. A importancia do dominio
das técnicas correlatas as equacdes diferenciais é imprescindivel ao aluno graduando de engenharia,
uma vez que sua correta manipulacdo pode conduzir a interpretacdes fisicas assertivas em relacdo a
diversos fenémenos fisicos, dentre eles a Teoria da Viga Elastica. O entendimento do binémio
formado entre o modelo fisico conceitual e seu equacionamento matematico associado compde uma
visdo completa de um fenémeno fisico. Logo, ha necessidade de um entendimento mais aprimorado
de equacdes diferenciais, uma vez que elas descrevem modelos de engenharia, ndo s6 como peca
matematica, mas como elemento representativo da interpretacdo fisica de cada por menor do
fendmeno trabalhado.

Palavras-chave: Equagdes. Diferenciais. Teoria. Viga. Elastica. Mecéanica.

ABSTRACT

This article exposes the conceptual and mathematics relevance of the use of differential equations
oriented to modeling of elastic curves of reticular elements. The importance of the field of techniques
related to differential equations is essential to graduating engineering student, once its correct
handling can lead to physical assertive interpretations in relation to various physical phenomena,
including the Theory of Elastic Beam. The understanding of the binomial formed between the
conceptual physical model and its associated mathematical modeling makes up a complete picture of
the physical phenomenon. Therefore, there is need for a more enhanced understanding of differential
equations, since they describe engineering models not only as a mathematical piece, but as a
representative element of physical interpretation of each detail of the studied phenomenon.

Keywords: Equations. Differential. Theory. Elastic. Beam. Mechanics.

INTRODUCAO

No contexto de ensino de engenharia civil, uma das areas de maior destaque € aquela
voltada para a mecéanica dos sélidos, que inicia a formagcdo de seus alicerces desde a
mecéanica estatica, permeando os conhecimentos de andlise estrutural e resisténcia dos
materiais e acaba por culminar em disciplinas cujo foco é o dimensionamento de estruturas.

A andlise estrutural e o dimensionamento desses elementos envolvem de forma geral uma
preocupacdo com a resisténcia e a rigidez. Segundo ALMEIDA (2009) a capacidade de
resistir aos esforcos solicitantes sem que ocorra ruptura e de ndo deformar excessivamente
sobre a agéo desses carregamentos externos caracteriza, respectivamente, os conceitos de
resisténcia e rigidez. E no segundo conceito que reside o foco do presente desenvolvimento,
uma vez que € possivel determinar os deslocamentos sofridos por um elemento mecéanico
ou estrutura sob carregamento. Dentro do escopo de técnicas para determinacdo de
deslocamentos e inclinacdes de estruturas, uma das ferramentas de maior relevancia é a
Teoria de Euler-Bernoulli para o célculo da curva eléstica em vigas. Tal teoria acaba por
modelar o deslocamento em pontos da viga através de uma equacéo diferencial de quarta
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ordem, em que tais deslocamentos dependem da magnitude da solicitagdo, da geometria e
do material que constitui a viga (POPOV, 1978).

A importancia das equacdes diferenciais € fundamental na modelagem matematica dos
fendbmenos fisicos presentes em diversas areas da ciéncia, em especial nha engenharia.
Dessa forma, assim como na teoria da viga elastica, diversos problemas de fisica aplicada
utiizam ferramentas de equacdes diferenciais na composicdo de seus modelos
matematicos. Assim, o dominio dos conceitos e técnicas analiticas e computacionais ligadas
as equacdes diferenciais é imprescindivel.

TECNICAS ELEMENTARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

No desenvolvimento matemético que virA a seguir, no contexto da Teoria de Curvas
Elasticas de Euler, as técnicas requeridas para a solucao da equacéo final séo relativamente
simples. Essa conclusédo deve ser analisada com cautela, pois da mesma forma que existem
equacdes diferenciais de simples solu¢cdo também h& aquelas cuja solugédo analitica nem
mesmo é conhecida, demandando dessa forma uma solu¢do aproximada por técnicas
computacionais.

O método de solucao das equacOes diferenciais a ser utilizado em nossas andlises € um
dos mais triviais existentes nos cenarios desse tipo de equagdo, e se chama método de
integracdo direta. Esse método pode apenas ser aplicado a uma classe especifica de
expressoes diferenciais, denotada equacgfes de varidveis separaveis. O formato geral
dessas equagdes pode ser visto abaixo.

ay _ fx)
dx  g(x) (1)

Observando a equagéo acima é possivel perceber que a parte da direita € como em toda
uma funcdo de x e y. Entretanto, de forma que é possivel distinguir e separar em duas
funcdes independentes, uma apenas de x e outra apenas de y. A grande vantagem de se
trabalhar com uma equacgéo desse tipo € que pode-se agrupar os termos dependentes de x
com o infinitesimal dxde um lado e analogamente termos dependentes de y com o
infinitesimal dy, permitindo uma posterior solucdo por integracdo simples (BOYCE;
DIPRIMA, 2014)(KREISZIG, 2009). Por exemplo, uma equacédo diferencial cuja solucao usa-
se a técnica de separacao de variaveis é expressa pela equagéo 2.

dy _ x*

=2 (2)

Separando as variaveis semelhantes e integrando ambos os termos, obtém-se:
nydy=fx2dx:>y2=x?+C 3)

A constante C é determinada quando o problema apresenta algum valor inicial ou uma
condicdo de contorno. Analisando outro exemplo um pouco mais interessante, envolvendo
fungbes trigonométricas.

dy _ ycosx
dx ~ 1+2y? (4)
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Analogamente, separando as variaveis e integrando.
(1+2y%) 2
dey=fcosx dx = In|y| + y*> = senx+ C (5)

Com o objetivo de demonstrar de forma didatica o mecanismo de solucdo de uma equacao
de variaveis separaveis, tomemos a seguinte equacéao diferencial abaixo para manipular.

d*y
dx*

= —w(x) (6)

Uma rapida andlise no lado direito da equacdo 6 mostra uma funcédo exclusiva de x, dada
por w(x), que representa a funcao de carregamento externo sobre uma estrutura. O termo
produto EI presente no denominador representa o modulo de rigidez a flexdo da estrutura e
€ considerado constante para a demonstracéo que segue. Como a equacao 6 é de variaveis
separaveis, um simples processo de integracdo sucessiva leva-nos a solucdo geral da
equacao 6, como pode ser visto na sequéncia algébrica abaixo.

E1%=v=—fwdx+C1 (7)

EIS2 =M =~ [[wdx +C; +C, (8)

EIZX =10 = - [[f wdx +3C1x% + Cox + C3 9)
EIy=—ffffwdx+%C1x3+%C2x2+C3x+C4 (10)

E facil observar que como as multiplas integracdes sao indefinidas, cada passo gera uma
constante a determinar. Nossa capacidade de inferir sobre tais constantes depende do
conhecimento sobre a variavel diferenciada, y, e suas derivadas em alguns pontos
particulares da estrutura.

Figura 1 — Condi¢Bes de contorno em uma estrutura

ILLTDULTLEL Yoz

A B

Fonte: Elaborado pelo autor

Em uma viga biapoiada submetida a um carregamento uniforme (Figura 1), é possivel
analisar que as condi¢cGes de contorno desse sistema estéo localizadas nos pontos A e B,
nos quais respectivamente sdo considerados que o0s descolamentos verticais e 0s
momentos fletores séo nulos. A partir destas informacgdes, basta aplicar tais condigcbes nas
equacdes geradas para determinar cada uma das constantes C;, C,, C3, Cy.

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

A Teoria da Viga Elastica foi concebida por Leonhard Euler e Daniel Bernoulli em meados
dos séculos XVIII. Ambos foram extremamente influentes em diversas areas do
conhecimento, dentre elas mecéanica dos fluidos, resisténcia dos materiais, calculo
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diferencial entre outras. As ideias que embasam a teoria sdo pautadas fortemente na
geometria e célculos diferencial e integral (NASH; POTTER, 2014)(TIMOSHENKO, 1975).
Para iniciar o desenvolvimento matematico da equacdo da curva elastica para vigas é
preciso relembrar uma expressao originaria da modelagem de flexao pura, que determina a
curvatura de um membro solicitado por momento fletor. Tal equagéo e sua deducdo podem

ser facilmente encontradas em textos de resisténcias dos materiais.

=2 (12)

v El

Considera-se a figura 2 mostrada abaixo como um esquema de uma viga deformada, cujos
elementos geométricos sao utilizados na dedugéo a seguir.

Figura 2 — Curva elastica de uma viga
@]

P

— ) j s T
my —1 —_— e — "
, dz_|ma —

Fonte: Elaborada pelo autor

Observando o esquema acima, é trivial observar com apoio da trigonometria basica que:
ds =rdf (12)

Rearranjando a equagéo 12 de forma a explicitar a curvatura, tem-se:

1

a6

ds (13)

r

Vamos assumir o0 médulo como sendo positivo, ja que os dois resultados sdo possiveis de
acordo com o sinal do momento fletor.

_as

=7 (14)

1

r
Como na prética da engenharia civil trabalha-se como pequenas deformacdes temos que a
curva elastica é achatada e pode-se adotar as hipéteses simplificadoras abaixo.

ds = dx (15)

~ A
0 ~tgo == (16)

Aplicando as simplificacdes contidas nas equacdes 15 e 16 obtém-se:

1_dy

r - dx? (17)
Observe que de acordo com o sistema de coordenadas posto em nosso esquema da figura
2 o deslocamento vertical ou deflexdo de cada ponto da viga € dado por y. Portanto, a
expressao 17 explicita a curvatura em funcdo da flecha. Dito isso, igualando-a as

expressoes 11 e 17 chega-se a equacéo diferencial da curva elastica:
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d’y _
El,—%=M (18)
A equacdo 18 evidencia a dependéncia da flecha com o carregamento, geometria e
material, 0 que se mostra intuitivo. As rela¢gdes diferenciais existentes entre carregamento,
esforco cortante e momento fletor séo postas abaixo.

M av _

dx dx —4 (19)

Por fim, utilizando as relagdes conceituais acima, é possivel escrever a equacao diferencial
da curva elastica de duas formas alternativas, mostradas a seguir.

d3

Elzd—xyg =V (20)
d*y

EIl, gl (21)

Para o caso de vigas delgadas em que deforma¢cGes mais significativas podem ocorrer, é
preciso abandonar as simplificacées 15 e 16 e considerar a tangente da curva elastica em
cada ponto como sendo:

0 = arctg (Z—i/) (22)

Com isso substitui-se a equacdo22 na equacédo 14, tem-se:

l _ ﬁ _ d arctg(i—z)ﬁ _ 213; (23)
r ds dx ds ayn 212
[1+(a) ]

A equacdo 23 é chamada de formula exata da curva elastica, pois nao contém
aproximacdes para pequenas deformacgfes, sendo uma expressdo geral de célculo. A
mesma que foi concebida nos trabalhos de Leonhard Euler.

MODELAGEM NA ENGENHARIA

E grande a importancia das equaces diferenciais aplicadas & modelagem na engenharia.
Essa relevancia se deve ao fato de que varios dos principais fendbmenos fisicos pesquisados
por engenheiros, matematicos, fisicos ou mesmo quimicos sdo passiveis de modelagem
através dessa classe tao versatil de equacdes. Dentre os fendbmenos de interesse para a
engenharia estd o problema da determinagcdo da curva elastica de uma viga deformada.
Esse problema é modelado de forma eficaz pela equagédo da curva elastica mostrada na
secdo anterior. De forma a exemplificar a aplicagdo da teoria da viga elastica seguem dois
casos de vigas recorrentes na engenharia civil: uma estrutura isostatica e outra
hiperestética.

ANALISE DE ESTRUTURA ISOSTATICA

s

Esse tipo de estrutura apresentada é configurada de forma a restringir seus graus de
liberdade com, estritamente, 0s apoios necessarios, ou seja, suas reacdes de apoio podem
ser integralmente calculadas apenas com as equagfes de equilibrio (BEER et al., 2015).Na
figura 3 é apresentada uma viga biapoiada, submetida a um carregamento distribuido.
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Figura 3 — Viga biapoiada submetido ao carregamento distribuido
w

AR AR

L

Fonte: Elaborada pelo autor

E conveniente escrever a equacgio da curva elastica em relacdo ao carregamento que a
estrutura esta submetida.

d*y
El = W (24)
Para resolver a equacao 24, basta usar a técnica de separacdo de variaveis e integrar
ambos os lados da equacao.

Eldg—y =V(x)=-wx+C (25)
dx3 1

Y

Observe que surge uma constante C;, devido a integral ser indefinida. Repetindo esse
processo para a equagao 25, obtém-se que:

E1%=M(x)=—%wx2+C1x+Cz (26)

Como a viga esta apoiada nas duas extremidades A e B, sabemos que M(x =0) =0 e
M(x = L) = 0. Dai, aplicando tais condi¢des de contorno na equagéo 26, obtemos os valores

das constantesC, = 0e C; = %wL

Py _ 1,241
Elaxz_ SWx® +-wlx (27)

Integrando duas vezes a equacdo 27, chega-se nas equacfes da inclinacdo 6(x) e do
deslocamento y.

v _ -1 ,341 2
Eldx—EIH— Swx + o wlx + C; (28)
1 1
Ely = —wa‘L +EwLx3 + C3x + C, (29)

Contudo, é necesséario ainda determinar as constantes, isso sera realizado de forma
analoga. Nos apoios A e B o deslocamento vertical é nula, isto €, as condig6es de contorno
sdaoy (x =0) =0 e y(x = L) = 0. Aplicando tais informacfes na equacado 29, as constantes

~ - . 1
serdoiguais C; = 0 e Cy — ﬂwL3.

- W 4 3_73
y—24E1( x* 4+ 2Lx° — L°x) (30)

Aplicando o valor da constante C;= 0 na equacao 28 e igualando a zero, podemos notar que
a inclinacao é nula quando x = L/2. Substituindo x = L/2na equacdo 30, obtém-se o
deslocamento vertical maximo ou flecha maxima y,, 4.

s5wL*
[Vlmsx = 3505 (31)
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A flecha méaxima, que ocorre no trecho de inclinacdo nula, estd exposta no gréfico da
configuracdo deformada abaixo.

Figura 4 — Linha elastica da viga

r=0 x=1L/2 o

B 5wl e
Ymar = 384p 7

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma rapida inspecdo na equacao 31 mostra que a flecha da viga biapoiada em questéo
depende da poténcia quarta de seu vao. Nesse raciocinio € possivel inferir que vigas
esbeltas ndo devem ter um grande trecho de vao entre apoios, uma vez que grandes
deslocamentos poderiam ser observados, caracterizando uma peca com rigidez insuficiente,
ja que sofre deformacdes excessivas.

ANALISE DE ESTRUTURA HIPERESTATICA

As estruturas hiperestaticas possuem uma configuracdo diferente da isostatica, pois em tais
tipos de estruturas as equacdes de equilibrio ndo sdo suficientes para determinar as
reacOes de apoio e 0s carregamentos internos, ou seja, possuem um numero de reacdes
superiores ao necessario para manter a estrutura em equilibrio, tornando mais complexa a
sua analise (HIBBELER, 2006) (UGURAL, 2000).

Para resolver tais tipos de vigas, sdo conhecidos basicamente trés métodos, isto €, método
das forcas, deslocamentos e Cross. Porém, é possivel determinar as reagfes de apoio com
0s conceitos da teoria da curva elastica, como € analisado na viga demonstrada pela figura

5.
Figura 5 — Viga hiperestéatica com carregamento triangular ao longo do eixo

AC <B

L

Fonte: Elaborada pelo autor

Realizando um corte genérico em um ponto qualquer x da viga, podemos escrever que 0
momento é dado pela seguinte relagéo:

M(x) = Ryx — %2 (32)

Substituindo a equacao 32 na equacao da curva elastica.

a’y _ _ wox?
El i Ryx oL (33)

Integrando duas vezes a equagdo 33, obtém-se as equacgfes para a inclinacdo 6(x)e
deslocamento vertical y(x).
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wox?
24L

d 1
Elé =EI6 = Ryx* - +C (34)

5
2L L x4 G, (35)

_1 3 _
Ely = 6RAx 120L

As constantes C; e C,serdo determinadas atraves das condi¢Bes de contorno. Sabe-se que
na extremidade Atemos que y(x =0) =0, logo C,=0. Na extremidade B (engastada)
teremos as seguintes condi¢cdes de contorno 6(x = L) = 0e y(x = L) =0, aplicando nas
equacles 34 e 35 chegaremos no seguinte sistema.

w0L3
24
wOL4
120

1
SRR Y =0
2 A 1 (36)

1
“RyL% —

+Clx=0

O sistema é facilmente solucionado multiplicando a primeira equacao por L e subtraindo da
segunda equagdo, com isso obtém o valor da reacdo na extremidade A.

1
RA = 1_0W0L (37)

Para determinar a constante C;, aplicamos a equagéo 37 na expressao 34.

C, = ——wpl3 (38)

Por fim, substituindo os valores das constantes e da rea¢do no apoio A, podemos escrever
uma expressédo para a inclinacdo e o deslocamento.

y:nguow5+u23—ﬁ@ (39)
_a4y _ Wy - 4 2x2 14
0= dx_lzom( 5x* + 6L L*) (40)

Fazendo 8 (x = 0), chegaremos na inclinacdo na extremidade A.

W0L3

0, =—
A 120E1

(41)

A inclinacdo méaxima posta pela equacdo 41 é ilustrada pela figura 6. E interessante
observar que esta acontece no apoio de primeiro género, em detrimento ao engastamento
gue por conceito tem inclinacdo nula.

Figura 6 — Diagrama de deflexdo da viga

4

Fonte: Elaborada pelo autor

O caso hiperestatico trazido pelo equacionamento a priori releva uma grande potencialidade
do método da integracdo dupla: a capacidade de calcular reac6es de apoio em estruturas
hiperestaticas. Portanto, apesar de seu processo matematico ser longo, devido a sua
aplicacdo simples, compfe Otima ferramenta inicial para analise de estruturas
indeterminadas mais simples.
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CONCLUSAO

Em linhas gerais é possivel dizer que as disciplinas voltadas para fisica e para matematica
nas graduacdes de engenharia tém por objetivo central a formacdo de um arcaboucgo de
conhecimentos que visa posterior aplicacdo em técnicas modelagem matemética, sendo
estas aplicadas a uma ampla gama de fenémenos fisicos. Dentre tais fenbmenos a deflexao
de vigas figura como &rea de estudo importante para a engenharia civil e mecanica.

A deflexdo de vigas é assunto de grande relevancia pratica, ao passo que seu dominio
constitui ferramenta basica para o projeto de vigas na construcdo civil e elementos de
maquina. Entretanto, um entendimento pleno sobre o fendmeno sé pode ser alcangcado com
suficiente capacidade de manipulacao sobre a equacao diferencial da curva eléstica, o que
deixa claro que um engenheiro s6 exibe caracteristica de andlise natural uma vez que
apresente, em paralelo, uma base sélida de conhecimentos sobre os modelos mateméticos
e sua algebra associada.

A importancia do conhecimento, uso e manipulacdo de equacdes diferenciais pode ser mais
uma vez reforcada, pois sem estas habilidades a modelagem n&o pode ser feita de forma
consistente. Por fim é importante destacar que assim como o ciclo basico edifica uma ponte
entre as ciéncias puras de fisica e matematica com a modelagem aplicada a engenharia,
esta também liga a vertente académica a aplicacdo pratica. Em suma, todos os projetos
reais que sao executados na construcdo civil, assim como softwares responsaveis por
dimensionamentos nas mais diversas areas de engenharia tém como base os modelos
matematicos propostos pela academia.
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RESUMO

O presente artigo tem por objetivo expor a relevancia conceitual e matematica do uso de equacdes
diferenciais voltada para modelagem do fenémeno de flambagem de colunas, no contexto da
engenharia. O dominio das técnicas associadas as equacdes diferenciais € imprescindivel ao
engenheiro e graduandos em engenharia, uma vez que sua correta manipulagdo pode conduzir-los
as interpretaces fisicas adequadas em relacdo a uma grande variedade de fenémenos fisicos. O
entendimento do bindmio formado entre o modelo fisico conceitual e seu equacionamento
matemético associado compde uma visdo completa de um fenémeno fisico. Logo, ha necessidade de
uma compreensdo mais plena acerca de equacdes diferenciais, uma vez que estas descrevem
modelos de engenharia, ndo s6 como elemento matematico, mas como meio representativo da
interpretacao fisica de cada pormenor do fendmeno trabalhado.

Palavras-Chave: Equacdes. Diferenciais. Flambagem. Colunas. Modelagem.

ABSTRACT

This article aims to expose the conceptual and mathematical relevance of the use of differential
equations for modeling the column buckling phenomenon, in the context of engineering. The field of
technigques associated with differential equations is essential to engineer and graduate students in
engineering, since their correct handling can lead it to the appropriate physical interpretations in
relation to a wide range of physical phenomena. The understanding of the binomial formed between
the conceptual physical model and its associated mathematical modeling makes up a complete picture
of the physical phenomenon. Therefore, there is need for a fuller understanding of differential
equations , since they describe engineering models not only as a mathematical element, but as a
representative mean of physical interpretation of each detail of the working phenomenon.

Keywords: Equations. Differential. Buckling. Column.; Modeling.

INTRODUCAO

Na seara cientifica e pratica da engenharia, mais especificamente na area de mecanica dos
sélidos, os temas ligados a solicitagbes bésicas aplicadas a estruturas e elementos
mecanicos tem elevada relevancia, visto que, as aplicacdes em areas como a mecanica e a
construcdo civil demandam projetos precisos e capazes de garantir a integridade de seus
componentes.

Em um contexto mais convergente a resisténcia dos materiais é possivel destacar as
solicitacdes fundamentais inerentes a flexdo de vigas e a flambagem de colunas, cujos
modelos mateméticos sdo representados via equacfes diferenciais. Uma analise cuidadosa
dessas duas solicitacdes revela a similaridade existente entre os modelos matematicos que
descrevem os dois fendbmenos. Em verdade, o modelo matemético é feito exatamente pela
mesma expressado diferencial da curva elastica, diferenciando-se em seus conceitos apenas
quanto a forma de aplicagdo da carga que origina as deflexdes (TIMOSHENKO,
1975)(POPOQV, 1978).

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), vol. 1, n® 1, ano 2016



46

A gama fendbmenos praticos em que se encontra a presenca de pecas solicitadas por
flambagem é ampla e pode ser representada por exemplos mais evidentes como colunas de
concreto armado em estruturas até algumas outras mais implicitas e de natureza mais
mecéanica como amortecedores e bielas de motores a combustdo. Em linhas gerais a
modelagem da flambagem de barras utilizando as equacdes diferenciais vem de forma
substancial destacar o papel protagonista desempenhado por essa classe de equacfes ha
modelagem de diversos problemas praticos ligados a engenharia em suas diversas
vertentes.

TECNICAS ELEMENTARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Um dos grandes motivos do uso das equacdes diferenciais na modelagem para ciéncias
exatas em geral deve-se a sua versatilidade, podendo estas oscilar desde equacbes
extremamente simples a modelos de grande complexidade. Dai surge a necessidade de
organizar essas equaclBes em classes, segundo alguns critérios especificos. Um dos
critérios mais abrangentes seriam a biparticdo em equacOes diferenciais parciais e
equacdes diferenciais ordinarias, que destoam quanto a quantidade de parametros
independentes (KREYSZIG, 2009)(BOYCE; DIPRIMA, 2014). O fenbmeno fisico da
flambagem, dentre outros de grande importancia na engenharia, € modelado na quase
totalidade de seus casos por equacgdes ordinarias de segunda ordem. Tais equacdes podem
ser escritas em sua forma mais geral como:

A T2+ BOZ + cOoy = D) (1)

A equacédo acima representa a estrutura de uma equacao diferencial de segunda ordem nédo
homogénea com coeficientes variaveis, o que configura seu modelo mais abrangente. A
solucdo de um caso como este deve ser composto por uma solugédo que atenda a verséo
homogénea da equacgéo 1 superposta com outra solugdo que atenda somente a parte ndo-
homogénea representada pela funcdo D(x). A forma da solucdo geral pode ser expressa
por:

Y=Yt (2)

Em relacdo a homogeneidade, a equacdo 1 pode ser considerada homogénea quando o
termo D(x) for nulo. J& em relacdo aos coeficientes dividem-se as equag¢des em tipos de
coeficientes constantes ou coeficientes variaveis, sendo as primeiras de mais facil solugao.
Para uma equagdo homogénea de coeficientes constante temos a seguinte estrutura, em
que a, b e ¢ sdo constantes.

a’y |, dy _
a@-l'ba-l' Cy—O (3)

Suponha que uma funcdo do formato y = e?* seja uma boa proposta de solucdo para a
equacao 3. Substituindo a proposta na mesma, tem-se:

ar’e’™ + ble? + ce™ =0 4)
Rearranjando a equacgao acima e evidenciando o termo exponencial, pode-se apresentar:
e’ +bAl+c)=0 (5)

Uma inspecdo simples na equacdo 5 mostra que a obediéncia da igualdade depende da
nulidade do termo entre parénteses, uma vez que, uma funcdo exponencial ndo pode
assumir valor nulo. Dessa forma tem-se que:
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ar’> +bAl+ c=0 (6)
A equacdo 6 € denotada equacédo caracteristica, cuja principal utilidade é determinar o
formato da solucéo geral da equacéo diferencial ordinéria. Essa prerrogativa é feita através
do calculo do discriminante (A) como mostrado a seguir para trés casos (BOYCE; DIPRIMA,
2014).
Caso I: A> 0

Um resultado com discriminante positivo indica que a equacdo caracteristica 6 tera duas
raizes reais e distintas. Dessa forma a solugdo da EDO homogénea associada pode ser
escrita como:

y= Cle’ll" + Czellx (7)
Casoll:A=0

Analogamente um resultado nulo do discriminante indica que a equacao 6 terd uma raiz
Unica. Dessa forma a solugdo da EDO homogénea associada pode ser escrita como:

y = Cle’lx + sze’lx (8)
Caso lll: A< 0

Por fim um resultado negativo para o discriminante indica que a equacgéo 6 tera duas raizes
complexas. Dessa forma, a solucdo da EDO homogénea associada pode ser escrita como:

y = Cle(a+ﬂi)lx + sze(a—ﬁi)lx (9)
Evidenciando o exponencial formado pela parte real da raiz caracteristica, tem-se:
y = C,e@BOx 4 ¢, xe(@=BDx (10)

Por sua vez, as exponenciais de numeros complexos presentes na equacao 10 podem ser
mais bem trabalhadas com a férmula de Euler mostrada a seguir.

eP* = cos(Bx) + isen(pi) (11)

O uso da férmula de Euler na equacao 10 permite a escrita da seguinte solugéo geral para o
caso com raizes complexas.

y = e (Ccos(Bi) + Dsen(Bi)) (12)

Tais técnicas e desenvolvimentos mostrados a priori permitem o entendimento e
compreensdo matematica da modelagem aplicada a flambagem de barras com varias
condi¢des de contorno distintas.

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

A Teoria da Viga Elastica foi concebida por Leonhard Euler e Daniel Bernoulli em meados
do século XVIIl. Ambos foram extremamente influentes em diversas areas do conhecimento,
dentre elas mecéanica dos fluidos, resisténcia dos materiais, calculo diferencial entre outras.
As ideias que embasam a teoria sdo pautadas fortemente na geometria e calculos
diferencial e integral.
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Para iniciar o desenvolvimento matematico da equag¢do da curva elastica para vigas e
colunas é preciso relembrar uma expressao originaria da modelagem de flexdo pura, que
determina a curvatura de um membro solicitado por momento fletor. Tal equacdo e sua
deducéo podem ser facilmente encontradas em textos de resisténcias dos materiais.

T=o (13)

Considera-se a figura 1 mostrada abaixo como um esquema de uma viga deformada, cujos
elementos geométricos sao utilizados na dedugéo a seguir.

Figura 1 — Curva elastica de uma viga
o

K z
ds ¢

my
) | dz_|ma

Fonte: Elaborada pelo autor

Observando o esquema acima, é trivial observar com apoio da trigopnometria basica que:
ds =rdf (14)
Rearranjando a equagéo 14 de forma a explicitar a curvatura, tem-se:

ﬁ
ds

.= (15)

Vamos assumir o0 médulo como sendo positivo, ja que os dois resultados sdo possiveis de
acordo com o sinal do momento fletor.

_do

1
r  ds

(16)

Como na prética da engenharia civil trabalha-se como pequenas deformacdes temos que a
curva elastica é achatada e pode-se adotar as hip6teses simplificadoras abaixo.

ds = dx a7
9~tgh== (18)
~tg T dx

Aplicando as simplificacdes contidas nas equacdes 17 e 18 obtém-se:

1_dy

r - dx? (19)
Observe que de acordo com o sistema de coordenadas posto em nosso esquema da figura
2 o deslocamento vertical ou deflexdo de cada ponto da viga € dado por y. Portanto, a
expressdo 17 explicita a curvatura em fungdo da flecha. Dito isso, igualando-a as

expressoes 13 e 19 chega-se a equacéo diferencial da curva elastica:
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d*y
dx?

El,~2=M (20)
A equacdo 20 evidencia a dependéncia da flecha com o carregamento, geometria e
material, 0 que se mostra intuitivo. As relacdes diferenciais existentes entre carregamento,
esforco cortante e momento fletor séo postas abaixo.

am _ .,
E_V ax q (21)

Por fim, utilizando as relagdes conceituais acima, é possivel escrever a equacao diferencial
da curva elastica de duas formas alternativas, mostradas a seguir.

d3

Elzd—xyg =V (22)
d*y

EIl, gl (23)

Para o caso de vigas delgadas em que deforma¢cGes mais significativas podem ocorrer, é
preciso abandonar as simplificacbes 17 e 18 e considerar a tangente a curva elastica em
cada ponto como sendo:

0 = arctg (Z—z) (24)

Com isso substitui-se a equacdo24 na equacéo 16, tem-se:

l _ ﬁ _ d arctg(i—i)ﬁ _ 213; (25)
r ds dx ds ayn 212
[1+(a) ]

A equacdo 25 é chamada de formula exata da curva elastica, pois nao contém
aproximacdes para pequenas deformagdes, sendo uma expressdo geral de célculo. Essa
mesma equacéao foi concebida nos trabalhos de Leonhard Euler.

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

Uma forma interessante de expor a modelagem de flambagem de barras é baseada no
desenvolvimento analitico da deflexdo lateral que ocorre colunas para distintas condi¢cbes de
vinculagdo. Uma sensibilidade fisica maior sobre o tema pode ser desenvolvida quando,
para uma primeira analise toma-se uma modelo de coluna ideal. Analogamente a diversos
outros fendbmenos fisicos modelados por equacgfes diferenciais em engenharia, um modelo
simples e idealizado tem como principal fungcdo a expor do mecanismo fisico de um
fenbmeno em suas linhas mais gerais, ndo se preocupando a priori em gerar resultados
realisticos, mas sim uma compreenséo inicial, entretanto, fundamental acerca do problema.
O dito modelo de coluna ideal é caracterizado pelas seguintes hip6teses simplificadoras,
gue tem por foco, a redugdo da complexidade fisica e matemética no intuito de gerar
solucdes possiveis. Elencam-se as hipoteses abaixo.

I.  Coluna perfeitamente reta antes da aplicacdo da carga
IIl.  Material Homogéneo

[ll.  Carga aplicada no centroide da area transversal

IV.  Material com comportamento elastico linear

V. A flambagem ocorre em um Unico plano.
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E possivel equacionar em formato de funcdo o deslocamento lateral sofrido por colunas
ideais, bastando para isso o conhecimento de sua condicdo de vinculagdo. As trés
configuracdes mais classicas sdo colunas presas por pinos em ambas as extremidades,
colunas engastadas com extremidade livre e engastas-articuladas (BEER et al., 2015)
(HIBBELER, 2006).

Configuracao de Vinculos |

Com o intuito de determinar a carga minima que provoca flambagem em barras ideais,
considere uma coluna articulada em suas extremidades inferior e superior como mostrado
na figura 2.

Figura 2 — Coluna biarticulada sujeita ao carregamento axial
T

0

AL

Fonte: Elaborada pelo autor

A aplicagdo do método das se¢Bes na coluna revela um momento fletor interno com a
seguinte estrutura M(y) = —Py. Tal constatagdo permite-nos escrever a equagéo da curva
elastica como sendo:

EI1%Y = _py (26)

dx?

Atribuindo uma nova constante k representada por:
— = k? (27)

E substituindo essa constante na equagéo 26, tem-se um formato mais sucinto mostrado na
equacéao 28.

¢y 4 g2y =0 (28)

dx?

A expressdo 28 é uma equacdo diferencial de segunda ordem, homogénea e com
coeficientes constantes. Dessa forma, sua solucao geral é dada por:

y(x) = Cjcos <\/§x> + Cysen (Ex) =0 (29)

As condicdes de contorno que caracterizam uma coluna com extremidades articuladas séo
representadas por
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y(x=0)= 0 (30a)
y(x=L)=0 (30b)

Aplicando-se as condi¢des de contorno dispostas acima, € possivel com facilidade perceber

que C; = 0 e que:
,P
sen< EL> =0 (31)

Para obedecer a igualdade 31 € necessario escolher os arcos da funcdo seno
caracterizados por kL = n11. Tal implicagdo em conjunto com a equagéao 28 resulta em:

n?n?El
L2

P= (32)
Observa-se da equacgdo 32 que existem diversos valores de carga que atendem com
sucesso as condi¢cdes de contorno propostas e por consequéncia promovem flambagem a
coluna, entretanto, todas multiplas de uma carga minima ou fundamental denominada carga
critica de Euler, mostrada abaixo. E importante salientar que cada coluna com seus tipos de
vinculagéo terd sua expressao especifica de carga critica, sendo a expressao a seguir valida
apenas para nossa coluna articulada em ambas as extremidades.

2El
P = " (32)

Substituindo a carga critica de Euler na equacdo 29, obtém-se uma expressdo para o
deslocamento horizontal de uma coluna.

y(x) = Czsen%x (32)

A constante C, pode ser entendida como a deflexdo maxima y,,s, da coluna na forma
flambada. Por outro lado, se analisar tal constante com conceitos trigonométricos, podemos
distingui-la como a amplitude da fung¢éo seno.

Configuracgéo de Vinculos I

A determinacdo da carga de flambagem para colunas com diferentes tipos de vinculos
segue a mesma logica mostrada no caso passado, dessa forma, observe um esquema na
figura 3 da forma deformada de uma coluna engastada em uma extremidade e livre em
outra.

Figura 3 — Coluna engastada-livresob ag&o da carga P.

oo

Fonte: Elaborada pelo autor
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As condi¢bes de contorno conhecidas sdo as seguintes:

y(x=0)=0 (35a)
y(x=0)=0 (35b)
y(x=L)=96 (35¢)

O momento fletor interno de um trecho dessa coluna pode ser equacionado como mostrado
abaixo.

M = —Py + P§ (36)

Substituindo 0 momento fletor da equagdo 36 na equacgdo diferencial da curva elastica,
representada a posteriori pela expressao 20, temos:

d?y P _ P
ot oy=6 (37)

A sentenca diferencial 37 € uma equagdo de segunda ordem ndo homogénea, cuja solucao
sera encontrada pelo método dos coeficientes indeterminados, que consiste em encontrar a
solugdo particular da equagdao nao homogénea (y,) € somar com a solugdo da equagao
homogénea (y;). A solucdo geral da equacéo 37 € dada por:

y(x) =yn+ ¥y, = Cyicos (Ex) + Czsen< %x) + 6 (38)

Aplicando as condigfes de contorno 35a e 35b na equacgao 37 tem-se a solucao:

y(x)=96 [1 — cos <\/§x>] (39)

Por fim, considerando-se a condicdo de contorno dada na equacdo 35b e impondo-a a
expressao 39 temos a seguinte igualdade a ser obedecida:

cos (\/gL) =0 (40)

Tal igualdade é respeitada quando o arco obedece a seguinte lei de formacao:

Pj_nm
fEr=2 (41)

Com algebrismo simples a carga fica isolada da seguinte forma:

n?n?El
LZ

P = (42)
Considerando que n varia nos inteiros positivos, a menor carga que podemos ter de forma a
gerar flambagem na coluna é a chamada carga critica, que para essa configuragdo de
vinculagéo é dada por:
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m?El

P =
cr 412

(43)

Ao comparar o resultado trazido pela equagdo 43 com a carga critica para uma coluna
apoiada por pinos da equacdo 33 percebe-se que a configuracdo engastada-livre suporta
uma carga critica equivalente a apenas de um quarto da coluna apoiada por pinos. Essa
sensibilidade da variacdo da carga critica com a condicdo de vinculagdo pode ser
generalizada de forma mais sintética apresentando uma variavel chamada comprimento
efetivo posta a seguir, que representa um fator que pondera a carga critica (NASH;
POTTER, 2014)(UGURAL, 2000).

Ly = kL (44)

Na equacdo 44 o comprimento L deve ser corretamente interpretado como sendo o
comprimento entre dois pontos de momento fletor nulo. Além disso K € conhecido como
fator de comprimento efetivo e frequentemente é apresentado como Unico parametro para a
determinagdo da carga critica de uma determinada configuracdo de apoio. Sabido isso,
torna-se possivel escrever a equacao 45.

P = m2El
cr — (KL)?

(45)

A Equacgdo acima € denotada como carga critica de Euler generalizada, sob acdo do
comprimento efetivo.

Configuragéo de Vinculos Il
Por fim numa terceira condicdo de vinculacgdo uma coluna com extremidade inferior
engastada e apoiada por pinos na superior € proposta e seu esquema segue na figura 5.

Figura 4 — Coluna engastada-articulada

Vo

i B aun <

Fonte: Elaborada pelo autor

As condi¢cBes de contorno para essa configuracdo de apoios resumem-se a trés dados de
inclinacéo-deflexdo postos abaixo.

y(x=0)=0 (46a)
y(x=0)=0 (46b)
yx=L)=0 (46c¢)
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Durante a flambagem a articulacdo superior produzira uma reacao lateral V, portanto para
esse 0 momento fletor incluird esse efeito, podendo a equacgéo da linha elastica ser escrita
como:

EI%Y = —py+V(L - 47
= —Py+V(L—x) (47)
Chamando a? = & para maior compactacao, tem-se a equacao 47 rescrita como:

El

Y bty =2 -2 (48)

dx?

A equacdo 48 por sua vez € uma equacado diferencial de segunda ordem linear, ndo
homogénea assim como a equacéo 10. A solucdo dessa equacédo consiste analogamente ao
caso passado em solucionar a parte homogénea e ndo homogénea separadamente e
sobrepor as solugdes. A solugdo geral é dada abaixo.

y(x) = C; cos(ax) + C, sen(ax) + % (L—x) (49)
Derivando a equacdao 48, obtém-se a equacao da inclinacdo a seguir.

% = —aC;sen(ax) + C; cos(ax) +% (50)

Substituindo-se as condigbes de contorno 46a e 46b nas equacdes 48 e 49,
respectivamente € possivel concluir que:

€, = —<L C= —— (51)

EI Pa

Com as constantes da equacdo 51 determinadas é possivel inseri-las novamente na
equacao 49 e reescrevé-la da seguinte forma:

y(x) = C; cos(al) + C,sen(al) =0 (52)

Com isso usa-se a condi¢gdo de contorno restante dada pela equacdo 46¢ chegando-se
equacédo de existéncia a seguir:

tg(al) = alL (53)

As raizes da equacdo 53 sao obtidas numericamente, e dentre elas a menor é apresentada
abaixo.

tg(al) = 4,493 (54)
Com algum algebrismo simples é possivel demonstrar que a carga critica € dada por:

20,18E1 _ w?El
2 (0,7L)2

P, = a?El = (55)

A diferenca dessa carga critica para a de uma coluna articulada € que seu comprimento é
efetivo é dado por L, = 0,7L ou ainda, seu fator de comprimento efetivo é de K = 0,7.1sso
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significa na prética que é preciso uma carga critica maior para flambar uma coluna com tal
condicdo de vinculacéo.

CONCLUSAO

A simples observagao da estrutura curricular de um curso de engenharia, independente da
vertente especifica, mostra um extenso trabalho sobre disciplinas como fisica e calculo
diferencial e integral no sentido de fornecer alicerces e ferramentas ao futuro engenheiro, de
forma a permitir que ele seja capaz de sintetizar os fenbmenos de interesse da parte
especifica de seu curso em modelos matematicos adequados, ou seja, que descrevam com
fidelidade o problema fisico tratado considerado as simplificac6es adotadas.

Nessa linha, no ambito mais especifico das engenharias civil e mecéanica, a modelagem do
fenbmeno de flambagem de colunas constitui tema relevante quando objetiva-se
dimensionar e projetar estruturas ou mesmo elementos maquinas. Diferentemente do
fenbmeno solicitante de flexdo que ocorre em vigas e elementos carregados
transversalmente, a flambagem deve ser tratada como proibitiva em projetos de engenharia,
a fim de garantir a integridade estrutural mecéanica do projeto.

Por conseguinte é de bom grado salientar que a capacidade de projetar, dimensionar,
calcular e executar um projeto com sucesso esta intimamente relacionado com o dominio
completo dos engenheiros sobre os fenbmenos fisicos que ocorrem no interior do projeto,
assim como aqueles provenientes da interagdo do mesmo com sua vizinhanca. Em outras
palavras, a expertise sobre os modelos matematicos descritos por equacgdes diferenciais é
de importancia vital quando trata-se de engenharia, ao passo que a maioria absoluta dos
tépicos fisicos de interesse nesse ambito sdo devidamente modelados por esse tipo de
equacoes.

Portanto a compreensdo por parte dos estudantes e futuros engenheiros acerca da
importancia de uma base soélida de fundamentos fisicos e matematicos puros é crucial, uma
vez que sem essa base, o processo de modelagem de fendbmenos fisicos se torna inviavel.
Logo, € possivel visualizaras disciplinas do ciclo basico dos curso de engenharia, como
efetivas ferramentas para o fim de modelagem e entendimento completo dos problemas
praticos ligados ao cotidiano do engenheiro. Tal visdo, além de ser a correta, constitui um
parametro de motivagéo para os estudantes e consolida a ideia de que a engenharia é por
conceito uma ciéncia aplicada.
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RESUMO

Esta pesquisa esta fundamentada no estudo do concreto como condutor elétrico como alternativa
tecnoldgica em aquecimento de edificios e instalagfes de modo geral. Para tanto, foi investigado o
desenvolvimento dessa tecnologia na Ultima década, suas potencialidades, viabilidades técnicas e
econdmicas. Nesse contexto foram analisadas as propriedades elétricas do cimento e aplicagéo de
corrente continua em concreto. A condutividade eletricidade do cimento é possivel devido a inclusédo
de nanotubos de carbono durante sua fabricacdo. Foi realizada a compreensdo desse processo, a
partir de referéncias especializadas sobre o tema. Os nanotubos de carbono possuem arranjo
hexagonal que se enrolam em forma cilindrica sdo formados somente por elementos de carbono e
sdo excelentes condutores elétricos. Esse material € amplamente utilizado nas areas de eletronica,
tecnologia de materiais biolégicos e compdsitos multifuncionais. Percebe-se algumas barreiras na
utilizacdo desse material na industria da construcao devido ao elevado custo seguido pelo impacto
ambiental. No futuro os residuos da construcdo civil com nanotubos de carbono devem ter um
processo de reciclagem apropriado a fim de evitar contaminac¢do desse residuo com outros materiais
e o ar atmosférico. Também se discute as suas consequéncias para a salde, devido a possibilidade
desses materiais serem absorvidos pelo organismo. Entretanto, a medida que os estudos forem
avancgando esses questionamentos serdo esclarecidos. No momento podemos afirmar que os testes
realizados em obras de engenharia civil apresentaram aumento de durabilidade da edificacdo. Em
suma essa tecnologia pretende inovar a engenharia do futuro: essa é a expectativa para o cimento
com nanotubos de carbono.

Palavras-chave: Corrente. Concreto. Cimento. Condutor. Elétrico. Nanotubos. Carbono.

ABSTRACT

This study is about the concrete electrical conductor as a technological alternative for heating
buildings and general facilities. It has researched the development of this technology in the last
decade, its potential, technical and economic viability. In this context they were analyzed the electrical
properties of cement and current application continues in cement. The electrical conductivity of
cement is possible because of the addition of carbon nanotubes during your manufacturing. It was
possible to understand this new technology from specialized references on the subject.The carbon
nanotubes have cylindrical hexagonal array and are formed by carbon elements that are excellent
electrical conductors.This material are widely used in electronics, biological materials technology and
multifunctional composites. There are some barriers to the use of this material in the civil engineering
industry because of the high cost and environmental impact. In future, the civil construction residues
with carbon nanotubes need to have an appropriate recycling process as these residues can
contaminate other materials and the atmosphere, as there is the possibility that these materials are
absorbed by the human body. However, as the studies were advancing these questions will be
clarified. At the moment we can confirm that the tests in civil engineering works increased by durability
of the building. In sum this technology plans to innovate the future engineering: this is the expectation
for cement with carbon nanotubes.

KEYWORDS: Current. Concrete. Cement. Electrical. Conductor. Carbon. Nanotubes.
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INTRODUCAO

Atualmente o cimento € um mau condutor de elétrico, mas essa caracteristica esta sendo
modificada e esse material podera ter outras aplicacbes além da funcdo estrutural. A
pesquisa do cimento como condutor elétrico € inovadora, pois atende aos critérios
contemporaneos de sustentabilidade promovendo a resolugcdo de problemas, como
formacao de gelo em edificios e estradas através do aquecimento. Nesse sentido, o objetivo

principal deste trabalho é avaliar as etapas de desenvolvimento do cimento condutor e
aplicacéo dessa tecnologia na engenharia. (PEREZ, CLIMENT, GARCES, 2010)

Essa nova tecnologia podera ser usada, por exemplo, para aquecer edificacdes ou evitar a
formacdo de gelo em infraestruturas como ruas, estradas, pistas de pouso entre outros
elementos. (CHUNG, 2000)

A relevancia do assunto é justificada em virtude da importancia do uso das fontes
energéticas do planeta de forma sustentavel, pois essa nova tecnologia podera ser usada,
por exemplo, para aquecer edificagbes ou evitar a formagdo de gelo em infraestruturas
como ruas, estradas e pistas de pouso. (CHUNG, 2000)

Esse assunto é de grande relevancia internacional, mas para compreender o cimento
condutor elétrico € necessario entender a tecnologia de mistura de nanotubos de carbono ao
cimento. (WHITTINGTON, McCARTER, FORDE, 1981)

O cimento condutor é obtido através da adicdo de nanotubos de carbono na composicdo do
cimento tradicional. A adigdo dos nanotubos de carbono ndo compromete as propriedades
estruturais do concreto ou sua durabilidade. (VICENTE, 2010)

Para se obter um cimento que seja eficaz como elemento de aquecimento, ele deve ter uma
baixa resistividade. Ndo se pode obter isso com 0s concretos convencionais, uma vez que
eles sdo maus condutores de eletricidade. No entanto, isso pode ser feito com a adicao de
materiais condutores como os nanotubos de carbono. (VICENTE, 2010)

DESENVOLVIMENTO

A possibilidade de construir edificagbes condutoras elétricas abre novos horizontes sobre
dessa técnica na qual empreende-se o0 uso de nanotecnologia para mistura de nanotubos de
carbono ao cimento, que garante a propriedade de condutividade de eletricidade adequada
para o aquecimento de edificios e estradas com fins de impedir maiores problemas de
mobilidade impedindo a formacédo de gelo por meio do aguecimento através de corrente
continua aplicado ao concreto. (CARMONA, GARCES, 2015)

Para compreender como funciona a condutividade elétrica do cimento € necessario
compreender as condigdes de condutividade da eletricidade desse material e do concreto. O
avanco da tecnologia em concretos vem atraindo o interesse de cientistas e investidores,
devido a possibilidade de manipular a matéria de uma maneira diferente obtendo beneficios
expressivos. Essa nova geracdo de concreto pode ser classificada de acordo com as
dimensdes dos agregados e ou adi¢cdes usadas em sua confecgdo. Dessa forma, o concreto
com adicdo de nanomateriais seria considerado de terceira geragcdo, conforme descrito na
Figura 1. (KIM, 2014)
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Figura 1 — Tamanho de particulas e superficie especificas ao concreto.
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Os nanotubos de carbono sdo formados apenas por elementos de carbono num arranjo
hexagonal, os quais se enrolam em forma de cilindro. A ligagdo carbono-carbono é a mais
forte encontrada na natureza. Esse elemento tem sido amplamente utilizado em areas como
a eletrbnica, tecnologia de materiais biol6gicos e compdsitos multifuncionais. (BALDWIN,
1998)

Tratam-se de tubos de folhas de grafeno de uma estrutura cristalina hexagonal com nano
escala de didametro conforme figura 2:

Figura 2 — Nanotubos de carbono — grafenos enrolados.

Atualmente na engenharia civil a cura do concreto é um parametro de controle, pois tem a
finalidade de evitar a evaporacdo prematura da agua, necessaria para a hidratacdo do
cimento, caso contrario rachaduras e fissuras podem aparecer e o concreto perder
resisténcia mecanica ndo suportando grandes cargas. (FELDMAN, 2014)

O concreto é um aglomerante hidraulico e a 4gua serve como meio de solucéo dos silicatos
e aluminatos de célcio presentes no cimento, também é responsavel pelas reagfes que
promovem a formacéo dos cristais que garantem o endurecimento e o ganho de resisténcia.

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), vol. 1, n® 1, ano 2016



60

(CHUNG, 2000)

Nesse contexto o concreto condutor de energia tera um melhor controle de temperatura no
momento da cura, isto € importante, pois mantendo a temperatura correta e controlando a
evaporacdo das particulas de dgua mantendo a umidade ideal na mistura para que todo o
processo de reacdo quimica do cimento se complete. A tabela 1 demonstra o tempo minimo
de cura dos tipos de cimento com relagdo agua/cimento. (BATISTON, 2007).

Tabela 1 — Tempo minimo de cura do concreto conforme relagéo A/C
FATOR AGUA /CIMENTO

TIPO DE CIMENTO 0,35 0,55 0,65 0,7
CPlell-32 2 dias 3 dias 7 dias 10 dias
CP IV-32 2 dias 3 dias 7 dias 10 dias
CPIII-32 2 dias 5 dias 7 dias 10 dias
CPl e 11-40 2 dias 3 dias 5 dias 5 dias
CP V-ARI 2 dias 3 dias 5 dias 5 dias

Nas etapas de protensdo dos cabos, aplicaria a corrente continua no concreto podendo
haver uma mudanca na sua estrutura quimica, de forma mais elastica e aderente facilitando
0 processo. Podemos sugerir também a aplicacdo de cimento condutor em aplicagcdes
estruturais de protensdo. Na Figura 3 podemos perceber o tamanho da particula influencia
0s parametros de resisténcia a tracdo e compressao do concreto: compressao (a) e tragdo

(b).

Figura 3 — Influéncia do tamanho da particula nos valores de resisténcia a compressao e tragéo
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Atualmente h& pouca interacdo entre os estudos do comportamento elétrico do concreto
com relacdo aos materiais e procedimentos utilizados na construgdo civil. Os testes e
experimentos realizados sdo parciais, ou seja, 0s que analisam as caracteristicas do
concreto pouco analisam as questdes de descarga elétrica. Por outro lado, os que analisam
as questdes de dissipacdo de corrente elétrica em estruturas também ndo avaliam as
condicdes reais do concreto atravessado por correntes elevadas. (BALDWIN, 1998)

CONCLUSAO
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Algumas barreiras na utilizacdo desses novos elementos na industria da construgdo estéo
por vir. O primeiro deles é o financeiro, pelo elevado custo desses nanomateriais. Seguido
pelo impacto ambiental, devido as demolicées, como estes materiais se comportariam com a
reciclagem e a contaminacdo do ar em funcdo da mistura de materiais infinitamente
pequenos. Do mesmo modo, se coloca também a questdo de suas consequéncias sobre a
saude, pelo fato de sua facilidade de ingestdo ou de assimilagdo pelo organismo, por
simples contato. (NOKKEN, HOOTON, 2006)

O mercado global da nanotecnologia estd a todo vapor no quesito de producdo e
comercializagdo. Uma previsdo otimista chega e se comentar um faturamento de US$ 3,5
trilhdes em 2015. Esse tamanho de mercado, juntamente com o potencial multi-industrial da
nanotecnologia, tem feito crescer o interesse de governos, corporacdes, empresas de
capital de risco e pesquisadores académicos pela nanotecnologia.

Atualmente o Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovagcdo (MCTI) lancou a Iniciativa
Brasileira de Nanotecnologia (IBN), um conjunto de ac¢des que tem por objetivo criar,
integrar e fortalecer as atividades governamentais e 0os agentes ancorados na hanociéncia e
nanotecnologia, para promover o desenvolvimento cientifico e tecnologico do setor, com
foco na inovagéo.

Segundo o secretario do Desenvolvimento Tecnoldgico e Inovagdo do MCTI, Alvaro Prata,
estao previstos investimentos de aproximadamente R$ 440 milh6es em 2013 e 2014. A IBN
visa aproximar a infraestrutura académica e as empresas, fortalecendo os lacos entre
pesquisa, conhecimento e setor privado. “A iniciativa estd alinhada com a Estratégia
Nacional de Ciéncia, Tecnologia e Inovacao (Encti), de autoria do nosso ministério. O
objetivo central da Encti € colocar ciéncia, tecnologia e inovagdo como eixo do
desenvolvimento do pais”, disse o ministro.

As ideias acima sugeridas pelo grupo podem melhorar a qualidade, ductilidade eficacia e
resisténcia do concreto. Além desses ganhos podemos também reduzir o tempo ocioso das
obras fazendo com que a rapidez de entrega seja maior e consequentemente a satisfacdo
do cliente e o lucro da empresa.

by

Contudo, & medida que os estudos forem avancando poderdo esclarecer-nos sobre 0s
guestionamentos iniciais, mas o que podemos adiantar € que até o momento foram feitos
testes mecéanicos e de aplicagdo em obras, e vai comecar o de durabilidade. Apesar dos
outros testes que precisam ser feitos, esse € um grande passo para a construcao civil nos
préximos anos. Uma nova tecnologia que vai trazer beneficios para a engenharia do futuro:
essa € a expectativa para o cimento nanoestruturado com nanotubos de carbono
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RESUMO

A busca por solugBes sustentaveis visando minimizar o impacto ao meio ambiente tornou-se
prioridade mundial, visto que é do saber popular que a maioria das fontes atuais de energia sédo
primeiramente esgotaveis e também prejudiciais ao ecossistema terrestre. O mercado de energia
elétrica no Brasil cresce aproximadamente na ordem de 4,5% ao ano, e em 2012 atingimos o
consumo de 448,1 TWh. Entre os anos de 2008 a 2012 a populacao brasileira cresceu, em média,
1,5% a.a., e 0 consumo per capita de energia elétrica apresentou crescimento médio de 4,7% a.a. no
mesmo periodo. Tendo conhecimento dessas informacdes € possivel minimizar os investimentos
necessarios para atender a demanda crescente por energia elétrica, focando em reduzir
desperdicios, visto que em um estudo realizado com industrias, comércios e setor publico, constatou-
se que os indices de desperdicio chegam a 15%, 30% e 45%, respectivamente [EPE, 2013]. Nos
Ultimos anos, os projetos de equipamentos e instalacdes elétricas ja vém sendo desenvolvidos com o
foco em eficiéncia energética, mas a eficiéncia isoladamente ndo garante o uso racional da energia
elétrica. O comportamento dos usuarios e seus habitos de utilizacdo dos equipamentos representa
hoje a variavel mais flexivel para a obtencdo de economia de energia. Essa variavel ndo sendo
reduzida, obriga a automatizacdo de sistemas para compensar 0 mau comportamento humano para
com seu planeta. O presente trabalho tem como objetivo a avaliacdo da reducdo no consumo de
energia, através da instalacdo de sensores de presenca.

Palavras-chave: Automacdo. Sensores. Presenca. Eficiéncia. Energética. Novas. Tecnologias.
Economia.

ABSTRACT

The search for sustainable solutions to minimize the environmental impact has become a world priority
as it is popular to know that most of today's energy sources are exhaustible first and also harmful to
the terrestrial ecosystem. The electricity market in Brazil is growing roughly in the order of 4.5% per
year, and in 2012 reached the consumption of 448.1 TWh. Between the years 2008 to 2012 the
Brazilian population grew on average 1.5% pa, and the per capita consumption of electricity showed
average growth of 4.7% pa in the same period. Knowing this information can minimize the investment
required to meet the growing demand for electricity, focusing on reducing waste, whereas in a study of
industries, businesses and the public sector, it was found that the waste rates reach 15% 30% and
45%, respectively [EPE, 2013]. In recent years, equipment designs and electrical systems has already
been developed with the focus on energy efficiency, but efficiency alone does not guarantee the
rational use of electricity. The behavior of users and their equipment usage habits, today represent the
most flexible variable to obtain energy savings. This variable is not being reduced, requires
automation systems to compensate for the evil human behavior towards his planeta.O present study
aims to evaluate the reduction in energy consumption by installing motion sensors.

Keywords: Automation. Presence. Sensors. Energy. Efficiency. New Technologies. Energy saving.

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), vol. 1, n® 1, ano 2016



64

INTRODUCAO

A energia elétrica ocupa um lugar de destaque na matriz energética Brasileira, sendo a
modalidade de energia atualmente, mais consumida no pais. O consumo crescente aliado a
falta de investimento no setor de geracdo vem diminuindo a distancia entre a demanda e a
oferta, tornando o fornecimento cada vez mais critico no curto prazo. (CREDER, 1991)

A busca de solucbes para o problema de fornecimento abrange, entre outras alternativas, a
construgcdo de novas usinas hidroelétrica e termoelétrica, as alternativas que visam 0 uso
racional e eficiente de energia elétrica apresentam geralmente, custo e tempo de retorno de
investimento pequeno quando comparados aos valores de outras alternativas. Os resultados
obtidos, relativos a redugédo de consumo, sdo imediatos, tornando o uso racional e eficiente
de energia elétrica uma alternativa, de certa forma, natural para a solucdo de parte do
problema de fornecimento no curto prazo. (CREDER, 1991)

Uma das linhas de agdo para promover o uso racional e eficiente de energia elétrica é a
intervencdo junto as instalagbes consumidoras. Através de a¢Bes que otimizam os sistemas
de cada uso final de energia elétrica presente na instalacdo, é possivel reduzir seu consumo
sem comprometer seu desempenho.

O presente trabalho propbs-se a estudar de forma clara as salas da Faculdade, visando
assim otimizar e melhoras os gastos de energia e também uma possivel solugdo de
economia usando apenas 0s equipamentos citados no trabalho a baixo. (YAZIGI,1999)

DESENVOLVIMENTO

Visando obter economia de energia, observamos que alterando a cultura institucional e
incrementando automacédo simples nas salas de aula, podendo ser extensiva a varios outros
setores da faculdade, poderemos obter uma reducdo significativa no consumo geral de
energia elétrica na instituicao.

Para estudo do projeto, analisaremos uma sala de aula com dimensdes 9,00 x 6,45m,
conforme figura 01. (CREDER, 1991)

Figura 01 — Planta baixa —Distribuigdo de pontos elétricos
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Cada sala de aula possui tomadas, luminarias e ar condicionado. Estes, por sua vez, sdo
alimentados por um quadro de distribuicdo de energia. Muitas vezes, por falta de controle,
salas de aula em toda instituicdo, apesar de estarem vazias, permanecem com luminarias
e/ou, em sua maior parte das vezes, o ar condicionado ligado.Existe alguma forma de evitar
esse desperdicio de energia?Justamente em resposta a essa pergunta que buscamos uma
forma simples e préatica de controlar o uso desses equipamentos, minimizando assim o
consumo de energia, que indiretamente estard contribuindo de forma sustentavel ao meio
ambiente.

Utilizando-se de sensores de presenca que fardo leituras temporizadas de movimentos nas
salas, o fornecimento de energia estara ativo, desde que haja pessoas utilizando a sala;
caso contrario, o fornecimento de energia sera interrompido, desligando todos os pontos
elétricos, inclusive o ar condicionado. Para tanto, analisamos a sala obtendo informactes
sobre as areas onde ocorre maior incidéncia de movimento e verificando quantos sensores
serdo necessarios para tal feitio. Para cada sala deve-se fazer uma analise, pois as areas
podem nao serem compativeis entre si (ver figura 02).

Apos verificar o melhor local para a instalagéo dos sensores, parafuse os sensores cerca de
2,20m de altura, que é medida ideal para um melhor desempenho dos sensores (ver figura
03).

Figura 02 — Planta baixa — Locacéo de sensores e projecéo de raio de agao
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Figura 03 — Instalacéo de sensor

-«

& matios 120°

Fonte: Desconhecida

2.1 Materiais utilizados

(Sala 6,45 x 9,00m):

02 sensores (Intelbras-IVP3000 PET)

Caracteristicas:

Sinal de captagdo com sensor duplo contra alarmes falsos;

Analise do sinal MPU, evitando alarmes falsos causados por animais domésticos;
Compensacédo automatica da temperatura, adaptavel as mudancas climaticas;

Contador de pulsos que controla a sensibilidade aumentando a fung&o anti-intransferéncia,
Modos de alarmes opcionais para a conexao de diferentes centrais de alarme;

- Cabos

- Contatores

- Conector Sindal

- Diodos

- Relé temporizado

- Modo de instalacéo:

Sera ligado um cabo fase/neutro do painel até os sensores, de onde serdo conectados dois
cabos de retorno até o painel, especificadamente até o contator C1 (contator do sistema de
comando) passando pelos diodos. Do painel sairdo, também, dois cabos fase/neutro que
serdo conectados no contator C2 (contator do ar condicionado), e nas luminérias.
(YAZIGI,1999)

Assim que acionada a botoeira, 0 circuito serd energizado e 0s sensores serdo ativados e
mantera o contator C1 em funcionamento. Ndo detectando movimento, o sensor dara
condicbes para o RT1 (Relé Temporizado) contar o tempo e desligar o circuito
definitivamente. Entretanto, o circuito continuara funcionando caso 0s sensores sejam
acionados, novamente, antes que o relé desligue o mesmo (ver figura 04). (YAZIGI,1999)
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Figura 04 — Diagramade montagem

F
F

SIMBOLOGIA
B0 - CHAVE NORMALMENTE FECHADO OU BOTAO DESLIGA

B1 - CHAVE NORMALMENTE ABERTO OU BOTAO LIGA
C1 - CONTATOR DO SISTEMA DE CONTROLE

C2 - CONTATOR DE FORCA DO AR CONDICIONADO

D -DIODOS

INT - INTERRUPTOR DAS LUMINARIAS

L -LUMINARIAS

RT - RELE TEMPORIZADOR

VIABILIDADE DO PROJETO
Tomando como base a sala de aula 207 bloco 03, referéncia tomada para andlise tera os
seguintes pontos de energia:

- Lampada fluorescentes 2X32W .......uueeiieeeiiiiiiiieee et 576 W
- Ar condicionado tipo Split 58000 Btu's/h .......cevviiiiieiiicie e 5655 W
-Tomadas 100 W ... 1600 W

Calcularemos o consumo de um equipamento multiplicando sua poténcia pelo tempo de
funcionamento em horas.

Horério de utilizacdo dos equipamentos periodo matutino:

Ligar: 07:00h, sendo o horério de inicio das aulas as 07:30h;

Aula: 07:30h as 10:50h;

Desligar: Minimo 20 min ap0s o término das aulas;

Horério de utilizagdo dos equipamentos periodo noturno:

Ligar: 18:00 h, sendo o horario de inicio das aulas as 18:50h;

Aula: 18:50 h as 22:00h;

Desligar: Minimo 20 min ap6s o término das aulas;

Para efeito de calculo de consumo utilizaremos somente 0s equipamentos responsaveis
pelo maior consumo. Seguem abaixo descritos:

= LUMINANIAS oo 576 W

= Ar conNdiCioNAAO .....cooeiiiiiiiiee 5655 W

Total de consumo € de 7.131 Watts/hora.

Somatéria do tempo, em horas, matutino: 0,50h + 3,33h + 0,33h = 4,16h.

Somatéria do tempo, em horas, noturno: 0,83h + 3,17h + 0,33h = 4,33h.

Sendo assim, temos um consumo de 7.131 x 8,49 = 60.542,19 W/dia

Transformando W (Watts) em kW (quilo Watts), teremos o consumo de cerca de 60,54
KWi/dia.

Como as salas de aula, em um periodo mensal letivo, € utilizada cerca de 22 dias ho més,
temos: 60,45 KW x 22 dias = 1.329,90 KW/més.

Com a instalagcdo do dispositivo econémico, 0s equipamentos so terdo seu start quando a
sala de aula for ocupada, 0 que acarreta em um periodo menor de tempo tanto antecedente
ao periodo de aula quanto ao periodo conseguinte ao término das aulas, um somatério de
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cerca de 30 minutos por turno, ndo levando em consideracdo os periodos em que a sala
estara vazia, como em caso de término das aulas um pouco antes do horario previsto, o que
acrescentaria em um tempo para economia de energia.

Considerando os dois turnos, temos 1h ao dia de economia:

7.131 W x 1h =7.131 W/dia ou 7,13KW/dia

Economia mensal de 7,13 KW x 22 dias = 156,86 KW/més em uma Unica sala de aula.
Sendo assim, o consumo total decresceria de 1.329,90 Kw/més para 1.173,04 KW/més,
aproximadamente.

Levando em consideragdo que o valor da energia cobrada é de R$ 0,45312/KWh, temos um
valor total mensal de:

- Sem o dispositivo: 1.329,90 x 0,45312 = R$ 602,604

- Com o dispositivo: 1.173,04 x 0,45312 = R$ 531,528

Sendo assim, teremos uma economia mensal de R$ 71,076 somente na sala de aula em
estudo. O investimento para a instalacéo do dispositivo € de aproximadamente R$ 200,00, o
gue nos trard retorno imediato em até 03 (trés) meses.

A instituicdo possui, somente de sala de aula, cerca de 78 unidades com varias areas e
consumos variados de energia, distribuidas entre os blocos de nimero 1, 2, 3,5e 7.

Se, a grosso modo, consideradssemos que todas as salas possuem a mesma area e o gasto
mensal fosse o mesmo, teriamos:

- Sem o dispositivo: R$ 602,604 x 78 = 47.003,112

- Com o dispositivo: R$ 531,528 x 78 = 41.459,184

Sendo assim, teremos uma economia mensal de R$ 5.543,928 considerando somente as 78
salas de aula.

CONCLUSAO

Racionalizar € usar de forma inteligente a energia elétrica, ou seja, é fazer com que a
energia consumida resulte no maximo de beneficios para a sociedade como um todo. Assim
sendo, é perfeitamente vidvel economizar energia elétrica sem reduzir o conforto, bem-estar
e a seguranca dos alunos, professores e funcionarios. Com isso foi verificado uma economia
de R$ 5.543,928 considerando somente as 78 salas de aula, economia essa consideravel
de acordo com os estudos e analises.
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RESUMO

A corroséo do ago é um problema recorrente, principalmente, em ambientes com alto teor de cloretos
e nesse caso a galvanizagdo eletrolitica € uma alternativa eficiente para proteger os agos contra a
corrosdo. O processo de galvanizagéo eletrolitica acontece através do revestimento do ago com zinco
durante a eletrolise do metal a ser revestido que funciona como catodo e o metal que ira revestir a
peca funciona como anodo. A solucao eletrolitica deve conter um sal composto por cations do metal
que se deseja revestir a peca. No processo de galvanizagdo eletrolitica a cobertura do substrato do
aco é mais homogénea quando comparado com a galvanizagdo por imersdo a quente. No processo
de galvanizacéo eletrolitica o controle da espessura do revestimento depende do tempo que a pega
fica imersa no banho de sais de zinco. Na galvanizacao eletrolitica continua em chapas de aco é
utilizado o mesmo principio basico utilizado da galvanizagéo eletrolitica convencional. Neste trabalho,
foi feita uma avaliagdo dos beneficios da galvanizacdo eletrolitica continua de chapas de aco,
mostrando que esses revestimentos apresentam aplicagdes singulares na indUstria automotiva.
Esses acos galvanizados apresentam superficies de alta qualidade com massa entre 50 e 80 g/m2 de
zinco depositado no substrato, suficiente para atender as exigéncias relacionadas a corrosdo. Os
acos eletrogalvanizados séo ideais para painéis de automéveis, principalmente, quando comparados
aos produtos galvanizados por imersdo a quente com mesma espessura que exige um processo de
fabricacdo bem mais complexo.

Palavras-chave: Galvanizag&o. Eletrolitica. Galvanoplastia. Corrosdo. A¢os. Galvanizados.

ABSTRACT

Corrosion of steel is a common problem in environments with high levels of chlorides and these
electroplating environments is an efficient alternative to protect steel from corrosion. The electroplating
process occurs through the steel casing with zinc metal during the electrolysis to be coated which acts
as cathode and the metal will coat the piece serves as the anode. The electrolyte solution must
include a salt composed of zinc cations to be able to coat the steel. In the electroplating process, the
steel substrate coverage is more homogeneous compared to hot-dip galvanized. In the electroplating
process, control of coating thickness depends on the time that the piece is immersed in the zinc salt
solution. In continuous electroplating steel plates is used the same basic principle used in
conventional electroplating. This paper an evaluation of the benefits of continuous electroplating steel
plate and it was shown that these coatings have unique applications in the automotive industry. These
electrogalvanized steels have high quality surfaces with mass 50-80 g/m2 zinc deposited on the
substrate, sufficient to meet the requirements related to corrosion. The electrogalvanized steels are
ideal for automobile panels, especially when compared to products by hot-dip galvanized with the
same thickness requires a fabrication process much more complicated.

Keywords: Electrolytic. Galvanizing. Electroplating. Corrosion. Galvanized. Steel.
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INTRODUCAO

A corrosao do agco € um problema global e recorrente, principalmente, em ambientes com
alto teor de cloretos e anualmente 0s custos com corrosao representam cerca de 4% o PIB
das nacdes industrializadas, e em média 5% esta na economia dos paises emergentes. No
ano passado (2013) o PIB do Brasil foi de R$ 4,84 trilhdes, ou seja, a perda por corrosao
considerando 5% do PIB representa um valor total de R$ 242 bilh6es (AGA, 2016).

Uma das maiores mudancas ocorridas nos ultimos anos em relacdo a aplicacdo do aco
como elemento estrutural, foi a utilizacdo de agos revestidos com zinco para situagdes que
exigem maior resisténcia a corrosdo. A pressdo dos usudrios finais e dos fabricantes, que
ocorreu na década de 80, foram as principais responsaveis por esse aumento do uso de
acos galvanizados. (SERE, DEYA & SARLI, 2016)

A forma classica de prevencéao da oxidagao foi, por muitos anos, a pintura. Atualmente, acos
de maior valor agregado vém ganhando mercado. E o caso dos acos revestidos com zinco,
também conhecidos como galvanizados. O zinco tem a missdo de se “sacrificar” para
proteger 0 ago. Isso acontece porque 0 zinco € mais anodico e se corroi, originando uma
protecdo catodica. (ROVENTI et al, 2014)

7

A galvanizagdo eletrolitica € o processo de revestimento do ago com zinco atraves da
eletrélise onde o metal a ser revestido funciona como catodo e o metal que ir4 revestir a
peca funcionam como anodo. A solugéo eletrolitica deve conter um sal composto por céations
do metal que se deseja revestir a peca. No processo eletrolitico a cobertura do substrato do
aco € mais homogénea e o controle da espessura do revestimento se da pela velocidade
com que a pega passa pelo banho de sais de zinco. (TUTIKIANI, HILGERTI & HOWLANDII,
2014).

DESENVOLVIMENTO

A galvanizacdo eletrolitica continua em chapas de aco, utiliza 0 mesmo principio basico
utilizado da galvanizacao eletrolitica convencional. Entretanto, o processo para chapas de
aco é diferente, pois o revestimento eletrogalvanizado é aplicado através da passagem da
tira em alta velocidade por uma série de células de galvaniza¢do, aumentando a espessura
do revestimento em pequenas gquantidades cada vez que a tira passa por uma célula
individual. (PEREZ et al, 2002)

Na galvanizagao eletrolitica o anodo € o zinco, o catodo é o aco e o eletrdlito é o sulfato de
zinco ou o cloreto de zinco. A energia elétrica é fornecida pela fonte de corrente continua.
No anodo, o zinco é oxidado e libera dois elétrons e se dissolve como cétion no eletrdlito e
no catodo de aco, cétions de zinco se combinam com dois elétrons (reducado) e formam o
zinco elementar, que se deposita sobre a superficie do ago. A solucdo de galvanizagéo
(eletrdlito) carrega a corrente continua entre o catodo e o anodo. (FAYALA el al, 2013)

O modelo esquematico da célula de galvanizacdo que ocorre durante o processo de
eletrogalvanizacéo esta ilustrada na figura 1.

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), vol. 1, n° 1, ano 2016



72

Figura 1 — Galvanizagéo eletrolitica
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No processo de galvanizagao eletrolitica continua a operacgéo se estende a galvanizacao de
chapas de aco muito longas, superiores a 70 polegadas de largura. No processo eletrolitico
continuo uma série de células galvanicas como mencionado na figura 1 sdo alinhadas em
sequéncia e as chapas de acos passam por estas células eletroquimicas em altas
velocidades e cada conjunto anodo/catodo € conectado a uma fonte de energia. As chapas
de aco sdo transportadas através de cilindros e motores e uma desbobinadeira na
extremidade na entrada da linha é responsavel em introduzir a chapa bobinada na sec¢éo de
processamento e uma rebobinadeira na extremidade final da linha para reenrolar a chapa
em uma bobina. (CABANELAS, 2007)

O modelo esquemético do processo de galvanizagdo eletrolitica continua € mostrado na
figura 2.

Figura 1 — Galvanizag&o eletrolitica continua

Conjunto de anodos horizontais
em cada lado da tira de ago

A chapa de a@oéocatodo|
/T 1 TN
2 R

L - - >
\‘v 1 ,“ “ \} \ \ |“|
'SR R B
Anodos conectados a fontes de
energia para fornecer corrente.

O processo de eletrogalvanizagdo exige uma grande quantidade de energia elétrica para a
aplicacdo de revestimentos de zinco. A exigéncia total de energia é uma fungéo direta da
espessura do revestimento que é necessaria para atender as especificacdes do cliente. Por
exemplo, a energia necesséria para depositar uma massa de revestimento de zinco de 80
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g/m? é aproximadamente duas vezes a quantidade necessaria para depositar um
revestimento de 40 g/m?. Uma linha normal que tem a capacidade de processar de 70 a 120
toneladas/hora com uma massa de revestimento de 50g/m? de cada lado que consumira
centenas de milhares de ampéres durante uma hora de processamento. E facil de ver
porque 0s gastos com energia sdo componentes de custo muito importantes para unidades
gque processam grandes quantidades de chapas eletrogalvanizadas (AGA, 2016).

by

Os revestimentos eletrogalvanizado de forma continua possuem resisténcia a corrosao
similar ao galvanizado por imersdo a quente. Uma massa de revestimento de 100 g/m2
galvanizado por eletrolise proporcionard basicamente o mesmo nivel de prote¢do contra
corrosdo de um revestimento galvanizado por imersdo a quente, porém 0s revestimentos
galvanizados por imersdo a quente fornecem adicionalmente protecéo por barreira através
da passivagdo da camada ETA que produz um filme muito mais aderente e resistente do
gue o filme passivo que € formado nos acos galvanizados por eletrélise (AGA, 2016).

Adicionalmente as chapas de ac¢os galvanizadas pela eletrélise continua pode receber um
tratamento adicional na superficie do revestimento metalico de fosfato de zinco e deposi¢éo
eletrostatica de um primer de aderéncia epdxi isocianato alifatico bicomponente seguido de
revestimento de pintura de acabamento em multicamadas. Obviamente, a resisténcia a
corrosao necessaria para proteger um painel de um veiculo é maior do que a que pode ser
oferecida somente pelo revestimento metalico. A aplicacdo deste sobre uma camada
metalica eletrogalvanizada resulta em um sistema sinergético, cuja resisténcia a corroséao é
maior do que a soma de seus componentes individuais. (CABANELAS, 2007)

CONCLUSAO

Com a galvanizacéo, pode-se obter um revestimento completo sobre uma pega em alguns
minutos, enquanto que por outro processo seriam necessarias horas ou dias. As modernas
linhas de zincagem continua, por exemplo, produzem, no ritmo de 500 m#min, chapas com
excelente qualidade de revestimento. Logo apds a galvanizacdo, a pec¢a esta pronta para
ser utilizada, sem exigir preparacéo da superficie (lisa e brilhante), retoques ou pintura.
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RESUMO

O motor da combustéo interna rotativo de pistdes triangulares curvilineos, que giram em
cavidades troncoidais foi desenvolvido pelo engenheiro alemao Felix Wankel. Esse motor
funciona segundo os quatro tempos tradicionais do ciclo Otto. A montadora de automoéveis
Mazda foi a empresa que mais utilizou o motor Wankel em seus carros esportivos RX-7 e
RX-8. No passado, varias empresam construiram automoéveis com motores Wankel, tais
como a NSU e a Citroen enquanto a Mercedes-Benz e GM fizeram protétipos veiculares
com esta tecnologia. Algumas construtoras de motos como a Norton, a DKW Hercules e a
Suzuki utilizam a tecnologia Wankel. Atualmente essa tecnologia é aplicada também em
avides e "hovercrafts", pelo seu baixo peso. Atualmente a utilizacdo de motores Wankel é
muito restrita na indUstria automobilistica, pois essas empresas estdo receosas em investir
nessa tecnologia em virtude de avancgos tecnolégicos do principal concorrente dos motores
Wankel conhecido como motor quasiturbine que é a grande aposta do futuro.

Palavras-chave: Motor. Wankel. Combustdo interna. Rotativo. Mazda.

ABSTRACT

The internal combustion engine the and rotary combustion piston curvilinear triangular,
revolving troncoidais cavities was developed by German engineer Felix Wankel. This engine
works on the four traditional Otto cycle times. The automaker Mazda was the company that
used the Wankel engine in his sports car RX-7 and RX-8. In the past several empresam built
cars with Wankel engines, such as NSU and Citroen while Mercedes-Benz and GM made
vehicle prototype with this technology. Some motorcycle builders like Norton, DKW Hercules
and Suzuki used the Wankel technology. Currently this technology is also applied in aircraft
and "hovercrafts" for its low weight. Currently the use of Wankel engines is very restricted in
the automotive industry, as these companies are afraid to invest in this technology due to
technological advances of the main competitor of Wankel engines known as Quasiturbine
engine that is the big bet of the future.

Keywords: Engine. Wankel. Combustion. Internal. Rotary. Mazda.

INTRODUGCAO

No ano de 1924 Felix Wankel desenvolveu o primeiro motor rotativo, e, desde entéo,
dedicou-se para melhorar seu projeto. O objetivo era criar um motor que funcionasse de
modo mais suave e silencioso, devido a sua estrutura mais simples e com menos pecas,
comparado aos motores de pistdo. Em 1951, Felix Wankel fez os primeiros contatos com os
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engenheiros da NSU para estudar os problemas de vedacdo de espacos irregulares. Esses
estudos resultaram na descoberta de que um motor triangular com lados convexos, girando
em uma camara poderia desenvolver um verdadeiro ciclo de quatro tempos. (GORDON et
al,1997)

A primeira aplicacdo desse principio foi na forma de um compressor para o motor NSU de
50cc, com dois tempos, que iria estabelecer novos recordes mundiais em Utah, em 1956. O
compressor rotativo capacitou esse pequeno motor a desenvolver 260HP por litro, atingindo
uma velocidade de quase 160 km/h. (AMROUCHE et al, 1996)

Em 1958, Wankel fez um acordo com a companhia norte-americana de aviagdo Curtiss-
Wright para que unissem seus esforcos nas tentativas de fabricacdo de um grande motor
baseado nesses principios. Mais tarde comecgaram os testes com carros dotados de motores
Wankel, diferentes uns dos outros. Dessa época até 1963, o motor foi gradualmente
tomando forma definitiva e entdo adaptado a um pequeno NSU de dois lugares,
apresentado no Saldo de AutomoOvel em Frankfurt, no outono de 1963. A partir dai, foi
concedida licenca para a Toyo-Kogyo Co. (atual Mazda), Citroen, Mercedes-Benz, General
Motors, e alguns construtores de motos como a Norton, a DKW Hercules e a Suzuki.
Também foi utilizado em avides e "hovercrafts", pelo seu baixo peso.

Talvez o melhor exemplo seja 0 magnifico NSU RO 80, com dois rotores, que comegou a
ser produzido em série em outubro de 1967, sendo que a versdo com a dire¢do do lado
direito foi introduzida no mercado inglés em fins de 1968. Com o passar dos anos, e também
devido aos problemas apresentados pelo motor, apenas a Mazda continuo a usa-lo. E em
1978, a marca langou o modelo de maior sucesso com o motor Wankel, o RX-7, conforme
Figura 1.(AMROUCHE et al, 1996)

Figura 2 - Mazda RX-7

Devido ao consumo e emissfes altas em relagdo aos concorrentes, a Mazda interrompeu a
producdo do RX-7 em 2002, mas a tecnologia ainda continuou sendo utilizada no RX-8, e
recebeu o nome de Renesis, porém em 21 de junho de 2012, o ultimo carro com o motor foi
fabricado. Como a Mazda era a Unica que ainda utilizava o motor Wankel, este parou de ser
fabricado permanentemente. (BADR, NAIK & CALLAGHAN, 1991)
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DESENVOLVIMENTO

O bloco Wankel, consta apenas de: rotor, caixa de rotor e eixo de excéntricos. As partes do
motor podem ser visualizadas abaixo, conforme figura 2 com detalhes, sendo que:

- Placa de Cobertura Primaria

- Cobertura dos Rotores

- Placa de Cobertura Intermediaria

- Placa de Cobertura Final

- Admissédo Mdltipla de Ar

- Admisséo Mdltipla de Mistura e Injecdo (Ar e Gasolina)
- Admisséo de Ar

- Engrenagens Estacionérias

- Rotores

- Cambota

- Saida do escape

Figura 2 - Partes do Motor Wankel

A carcaga externa ou bloco domotor Wankel conta com a superficie externa oval e
alongada. Internamente as camaras que abrigam o rotor que desempenha o papel do pistdo
também possuem forma oval. O rotor, por sua vez, € um componente com formato triangular
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e laterais abauladas. No centro deste tridangulo localiza-se a engrenagem que se acopla a
engrenagem do eixo de saida do motor. (BADR, NAIK & CALLAGHAN, 1991)

A geometria interna do bloco faz com que o rotor ao girar (excentricamente) mantenha
constantemente seus vértices em contato com as paredes do bloco, vedando cada uma das
trés camaras formadas. Conforme esse giro ocorre, 0 volume de cada uma das trés
camaras é alterado, produzindo aumento ou diminuicdo do volume dos gases do motor.

O funcionamento resume-se em quatro fases: admissdo, compressao, combustéo (ignicéo)
e escapamento, conforme Figura 3.

Figura 3 - Quatro fases de funcionamento do motor Wankel

=y

]

—

Admissao Compressao lgnicao Escape

Na primeira fase, o rotor abre a janela de admissdo. O seu movimento provoca a aspiragéo
da mistura ar-combustivel. Para que ocorra um maior enchimento da cavidade (melhor
eficiéncia volumétrica), alguns motores Wankel sdo super carregados, ou seja, possuem
compressor ou turbo para forcar a entrada da mistura durante a admisséo.
(JUNGBLUTH,1974)

Em seguida a janela de admisséo é fechada pelo rotor e o volume comeca a diminuir na
fase de compresséo. Essa fase dura até o espaco livre seja 0 minimo (equivalente ao PMS -
Ponto Morto Superior - no motor alternativo).

Pouco depois, a mistura comprimida passa pela vela de ignicdo e uma centelha é gerada,
inflamando a mistura. Em alguns motores sao utilizadas duas velas para assegurar uma
perfeita queima da mistura.

Com a combustéo ocorre também a expansao dos gases, que ocasiona o deslocamento do
rotor, e, consequentemente, a abertura da janela de escape, ocorrendo a liberacdo dos
gases queimados. (GOLDBERG, 1971)

Em apenas uma volta do rotor, trés ciclos completos ocorrem, bem como trés voltas
completas do eixo do motor, que equivale ao eixo do virabrequim no motor convencional.
Esta relacdo de trés voltas do eixo motor para cada volta do rotor se deve a relagdo das
engrenagens. Nos motores convencionais, o virabrequim realiza duas voltas completas para
cada ciclo completo do pistéo.
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Fica entdo claro perceber, que devido as relacdes de voltas do rotor (em relacdo a
engrenagem do motor) e nimero de explosées (uma em cada camara, no total de trés por
volta) a cada giro completo do mesmo, porque 0s motores rotativos conseguem grandes
niveis de poténcia com capacidades cubicas razoavelmente pequenas.

Esse motor, de um modo geral, apresenta as seguintes vantagens relativamente aos
motores alternativos:

- Simplicidade, devido a auséncia de valvulas e mecanismos;

Eliminacdo dos mecanismos biela-manivela com reducédo dos problemas de compensacao
de forcas e momentos, bem como vibratorios;

- Suavidade, que no caso do motor tradicional em que ha inversdo de movimento como no
sobe e desce do pistdo, no Wankel existe apenas o movimento rotativo, que proporciona um
movimento mais suave;

- Menor niumero de pegas moveis, 0 que podera ocasionar construgdo e manutencdo mais
simples e de menor custo;

- Maior concentracdo de poténcia, logo menor volume e peso. Uma unidade de apenas 1,3
litro entrega 250 CV.

- Baixa vibracdo, devido ao fato de que s6 ha um movimento rotativo, diminuindo, assim, o
desgaste e prolongando sua vida util.

Por outro lado, 0 motor apresenta problemas, como:

Problemas de vedacéo entre o cilindro e as paredes de cavidade, o que causa algumas
dificuldades devido ao rigor das especificacdes do projeto e as tolerancias minimas de
producéao.

- Complexidade na lubrificacdo e refrigeracdo. Para complementar a lubrificacdo, uma
pequena quantidade de 6leo é queimada, o0 que eleva as emissdes de poluentes,
necessitando de um controle mais rigoroso na alimentagéo e no trato dos gases de escape.

- Curva de poténcia ndo muito elastica.

A camara de combustdo ndo € compacta (€ extremamente longa), e acaba criando
problemas de combustado (estabilidade de chama, que obriga ao uso de duas ou mesmo trés
velas) e a grandes perdas de calor, reduzindo o rendimento, e, consequentemente,
aumentando o consumo.

O motor tem zonas intrinsecamente quente (entre as velas e a janela de escape) e outra
intrinsecamente fria (zona ap6s a admissao), apresentando grandes gradientes térmicos que
tém de ser minimizados.

CONCLUSAO
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Devido aos grandes problemas enfrentados atualmente pelo aquecimento global,
acreditamos que seja um dos principais motivos que o Motor Wankel ndo seja mais
fabricado. Apesar de todas as comodidades para o usuario, como baixa vibracdo, o baixo
som, as velocidades alcancadas, entre outras, as desvantagens superam essas vantagens.

A cada dia, novas tecnologias sao produzidas pensando no conforto humano e no meio
ambiente e baseado nos principios do motor Wankel foi desenvolvido o motor quasiturbine,
que veio para sanar suas desvantagens.

Todo o estudo de Felix Wankel foi grande contribuicdo para o desenvolvimento dessa e de
novas tecnologias que ainda estao por vir.

REFERENCIAS

AMROUCH F. ,ERICKSON, P. , VARNHAGEN, S., “An experimental investigation of
hydrogen-enriched gasoline in a Wankel rotary engine”, International Journal of Hydrogen
Energy, v.39,n.16,pp. 8525-8534, Feb.1996.

GORDON, R. PENNOCK, JOHN, BEAD ,E. ,” Force analysis of the apex seals in the wankel
rotary compressor including the influence of fluctuations in the crankshaft speed”,
Mechanism and Machine Theory, v.32, n.3, pp. 349-361, Feb.1997.BADR ,0., NAIK ,S.

, CALLAGHAN ,P.W. , PROBERT, S.D. , “Rotary Wankel engines as expansion devices in
steam Rankine-cycle engines”,Applied Energy,v.39, n.1, pp. 59-76, Feb.1991.

BADR ,0., NAIK ,S., CALLAGHAN ,P.W. , PROBERT, S.D. , “Wankel engines as
steam expanders: Design considerations”, v.40, n.3, pp. 157-170,
Feb.1991.JUNGBLUTH G., “Biographie Dr.-Ing. E.h. Felix Wank”,Mechanism and Machine
Theory, v.9, n.2, pp. 145-146, Feb.1974.

GOLDBERG, M. “Rotary piston machines: Classification of design principles for engines,
pumps and compressors”Journal of Mechanisms, v.6, n.3, pp. 342—-343, Feb.1971.

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), vol. 1, n° 1, ano 2016


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0360319914008647
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0360319914008647
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0360319914008647
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03603199
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03603199
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0094114X96000511
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0094114X96000511
http://www.sciencedirect.com/science/journal/0094114X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03062619
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0306261991900634
http://www.sciencedirect.com/science/journal/0094114X
http://www.sciencedirect.com/science/journal/0094114X
http://www.sciencedirect.com/science/journal/00222569

81

APLICAGOES DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS NA MODELAGEM MATEMATICA
PARA ENGENHARIA: UM ESTUDO DA CONDUGCAO DE CALOR
UNIDIMENSIONAL EM REGIME TRANSIENTE

Adriano Shineyder de Moraes Ramos?; Moacir Cézar da Vitéria Janior?; Natan Sian das
Neves!; Roger da Silva Rodrigues?; Vitor Pancieri Pinheiro*

1. Académico do curso de Engenharia Civil da Faculdade Brasileira — MULTIVIX

2. Mestre em Fisica, docente da Faculdade Brasileira — MULTIVIX.

3. Mestre em Engenharia Mecénica, docente da Faculdade Brasileira — MULTIVIX.

4. Especialista em Docéncia do Ensino Superior, docente da Faculdade Brasileira - MULTIVIX

RESUMO

O presente artigo tem como objetivo a exposicdo da importancia do uso de equacdes diferenciais na
modelagem de problemas da engenharia, mais especificamente, na area da transferéncia de calor
por condugdo em corpos unidimensionais, sob regime transiente. O dominio de técnicas ligadas as
Equacdes Diferenciais é importante para diversas andlises fisicas-matematicas, o que a torna-as
imprescindiveis para um estudante de engenharia de forma geral. Em uma primeira etapa é tratada
unicamente as ferramentas para resolucdo das Equacdes Diferenciais que serdo necessérias para a
modelagem do problema em questdo. Ja o foco da segunda etapa é desenvolver a modelagem do
problema, saindo do principio da conservacdo de energia até chegar a equacgdo geral da
transferéncia de calor. A partir disso, é chegada a terceira etapa, em que aplica-se na equacao geral
todas as hip6teses simplificadoras, adaptando a equacéo geral no problema a ser estudado, e, feito
isso, resolve-se o0 problema proposto, a saber, uma barra com extremidades isoladas ou

extremidades com temperatura zero.

Palavras-chave: Conducao. Calor. Equacdes. Diferenciais. Regime. Transiente.

ABSTRACT

This article aims to show the importance of the use of differential equations to model engineering
problems, specifically in the area of heat transfer by conduction in one-dimensional bodies, under
transient. The domain techniques related to Differential Equations is important for all physical-
mathematical analysis, which is essential for an engineering student, whatever it may be. In the first
stage it is only treated the tools to solve the differential equations that will be needed for the modeling
of the problem in question. But the focus of the second step is to develop the modeling of the problem,
leaving the principle of conservation of energy to get the general equation of heat transfer. From this, it
is now the third stage, which applies to the general equation all the simplifying assumptions, adapting
the general equation in the problem to be studied, and done it, solves the proposed problem, to know,
one with bar isolated edges or ends with zero temperature.

Keywords: Heat. Conduction. Differential. Equations. Transient. Regime.

INTRODUCAO

Uma andlise na matriz da engenharia mecanica permite identificar ao menos trés macro
areas de pesquisa bem evidentes, formando um triangulo singular. Sao elas: as areas de
termo fluidos, mecéanica dos sélidos e ciéncia dos materiais. O braco de termo fluidos, por
sua vez, € composto por trés ciéncias elementares: transferéncia de calor e massa,
termodindmica e mecénica dos fluidos.

A transferéncia de calor tem seu alicerce no dominio dos mecanismos fisicos de troca de
calor, podendo haver fendmenos térmicos condutivos, convectivos e radiativos. Cada um
desses mecanismos tem sua modelagem algébrica especifica e sua correspondente

equacdo de taxa (DEWITT; INCROPERA, 2014).
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No ambito dos fenbmenos de interesse para a engenharia, aqueles com base térmica
puramente condutiva merecem grande destaque pelo grande leque possivel de aplicacdes
praticas, dentre elas o problema de isolamento térmico, superficies estendidas e difusdo de
calor em solidos de forma geral, que acabam se fazendo muito presentes no cotidiano e
area industrial. Tais fendbmenos de forma geral sao regidos e modelados por pela Equacao
de Fourier-Biot, cuja potencialidade de modelagem se estende a qualquer problema
puramente condutivo, destacando-se entre eles os problemas de conducdo de calor em
regime transiente, uma vez que a mudanca nos parametros no tempo ndo pode ser
desprezada em diversos fendmenos fisicos, e por consequéncia, também devem ser
contabilizadas nos modelos matematicos com intuito de representa-los (KREITH, 2012).

As equacdes diferenciais sdo ferramentas versateis e eficazes na tradugcdo de fendbmenos
fisicos para linguagem matematica, tornando possivel modelar e solucionar problemas em
diversos campos de estudo como fisica, mateméatica, engenharia e estatistica. Todo
engenheiro deve adquirir dominio sobre estas equacfes durante seu periodo de formacao,
pois, compreendé-las é fundamental para um exercicio competente da profisséo, seja como
no ambito industrial ou académico.

TECNICAS ELEMENTARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

O estudo do problema de calor difusivo unidimensional em regime transiente exige o
conhecimento de algumas técnicas e fundamentos ancorados em calculo diferencial. Dentre
elas destacam-se solucbes de equacdes diferenciais de primeira e segunda ordem
homogéneas, série de Fourier e por fim métodos de separagdo de variaveis o intuito de
solucionar a equacéao diferencial parcial que modela o fendmeno em questéo.

FATOR INTEGRANTE

Um dos métodos mais conhecidos e difundidos para a solucao de equaces diferenciais de
primeira ordem é o chamado fator integrante. Tal método consiste primeiramente em
multiplicar toda a EDO por uma funcdo da variavel independente da equacdo (BOYCE;
DIPRIMA, 2014). Apresenta-se abaixo uma equacado diferencial homogénea de primeira
ordem em uma forma geral.

dy 1
Z+p()y = 9() @
Ao multiplicar a equagéo 1 por uma funcaop(x), tem-se:
dy _ (2)
G =+ Py = nx)g(x)
Invocando a regra do produto € possivel escrever:
d _dy du() (3)
Ix [mC)y] = px) dx t+y dx
A menos de uma subtracdo simples a equacéo 3 pode ser reescrita como:
dy d dy(x) (4)
u(x) dx _ dx [wC)y] —y dx
Substituindo a expresséo 4 na equagdo 2 gera-se:
d du(x) 5
2 HOY] =y ==+ u(p(x)y = ux)g (x) ©)
Propondo-se uma forma geral do fator integrante como:
u(t) = el p®at (6)

E substituindo a proposta da equacéo 6 na equacao 5, é facil observar que:
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d
T MGIy] = g () )

Integrando-se a equacéo 7, tem-se:

y(x) = ﬁ [ seoncoax + c| (8)

EQUACAO CARACTERISTICA E FORMULA DE EULER

Dentre outros fenbmenos fisicos de grande importancia na engenharia, os problemas de
transferéncia de calor envolvem em sua quase totalidade casos descritos direta ou
indiretamente por equacfes ordinarias de segunda ordem. Tais equacBes podem ser

escritas em sua forma mais geral como:
2

d°y dy
A(X)W + B(x) ax +C(x)y =D(x)
A equacdo acima representa a estrutura de uma equacgéo diferencial de segunda ordem
nao-homogénea com coeficientes variaveis, o que configura seu modelo mais abrangente. A
solucdo de um caso como esse deve ser composto por uma solugdo que atenda a verséo
homogénea da equacgéo 9 superposta com outra solugdo que atenda somente a parte nao-
homogénea representada pela funcdo D(x). A forma da solucdo geral pode ser expressa

por:

(9)

Em relacdo a homogeneidade, a equacdo 9 pode ser considerada homogénea quando o
termo D(x) for nulo. J& em relagdo aos coeficientes divide-se as equagfes em tipos de
coeficientes constantes ou coeficientes variaveis, sendo as primeiras de mais facil solugao.
Para uma equagdo homogénea de coeficientes constante temos a seguinte estrutura, em
quea, b e ¢ sdo constantes.

d’y dy (11)

—+b—+cy=0

Tix? ax Y

Suponha que uma fun¢éo do formato y=e™uma boa proposta de solucdo para a equacao 11.
Substituindo a proposta na mesma, tem-se:

ar?e™ + bre™ + ce™ =0 (12)

Rearranjando a equacgao acima e evidenciando o termo exponencial, pode-se apresentar:
e™(ar?+br+c)=0 (13)

Uma inspecao simples na equagdo 13 mostra que a obediéncia da igualdade depende da
nulidade do termo entre parénteses, uma vez que, uma fungdo exponencial ndo pode
assumir valor nulo. Dessa forma tem-se que:

ar?+br+c=0 (14)

A equacdo 14 é denotada equacdo caracteristica, cuja principal utilidade é determinar o
formato da solucdo geral da equacéo diferencial ordinaria. Essa prerrogativa é feita através
do calculo do discriminante (A) como mostrado a seguir para trés casos.

Caso I: A>0
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Um resultado com discriminante positivo indica que a equacgdo caracteristica 14 tera duas
raizes reais e distintas. Dessa forma, a solucdo da EDO homogénea associada pode ser
escrita como:

y =ce"* + cye™* (15)

Caso II: A=0
Analogamente um resultado nulo do discriminante indica que a equagdo 14 tera uma raiz
Unica. Dessa forma a solu¢cdo da EDO homogénea associada pode ser escrita como:

y =ce™ +cyxe™ (16)

Caso lll: A<O
Por fim um resultado negativo para o discriminante indica que a equacgéo 14 tera duas raizes
complexas. Dessa forma a solucdo da EDO homogénea associada pode ser escrita como:

y = Cle(a+[>’i)x + sze(a+[i’i)x (17)

Evidenciando o exponencial formado pela parte real da raiz caracteristica, tem-se:
y = e%(c,eP™* + c,xe Pix) (18)

Por sua vez, as exponenciais de numeros complexos presentes na equacdo 18 podem ser
melhor trabalhadas com a férmula de Euler mostrada a seguir.

eP* = jsen(Bx) + cos(Bx) (19)

O uso da formula de Euler na equacéo 18 permite a escrita da seguinte solugéo geral para o
caso com raizes complexas.
y = e (Csen(Bx) + D cos(fx)) (20)

Tais técnicas e desenvolvimentos mostrados a priori permitem o entendimento e
compreensdo matematica da modelagem aplicada a flambagem de barras com varias
condi¢des de contorno distintas.

SERIE DE FOURIER

Funcbes periddicas se caracterizam pela repeticdo continua de valores dentro de um
determinado intervalo na variavel dependente, como pode ser observado na equacédo 21 a
seqguir.

flx+p)=f(x) (21)

Nota-se a estrutura simples de uma func¢éo periddica do periodo p, na qual por conceito o
valor da funcéo volta a se confirmar a cada ciclo.

Em engenharia, matemética e fisica, pode-se observar a ocorréncia frequente de fenbmenos
periédicos, como o processo de combustdo dentro do pistdo de um motor, as vibracdes
associadas as pecas moéveis em uma maquina, dentre outras aplicacdes pertinentes. Nesse
contexto, foi proposta e desenvolvida pelo fisico e matematico Jean Baptiste Joseph Fourier
a formulacao de uma série infinita capaz de representar funcdes periddicas através de uma
soma de termos harmonicos.

A estrutura algébrica da série de Fourier pode ser apreciada na equagéo 22 a seguir.
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. nmwx nmx (22)
f(x)=a¢+ Z(an cos—— + b, sen——
n=1

Os coeficientes da série sdo dados pelas férmulas de Euler elencadas abaixo, cuja prova
matematica baseia-se no conceito de ortogonalidade de fun¢des (KREYSZIG, 2009).

ag = %fo(x)dx (23)
1t " nmwx (24)

a, = Zf f(x) cosde
i (25)

5 1 fL 00 nx
= — X)sen—-—ax
L), L

A representacdo de uma funcdo dotada de periodicidade através de uma série infinita pode
constituir um conceito um tanto abstrato de se visualizar. Dessa forma, uma representacdo

gréfica facilita o entendimento do conceito de aproximacao proposto pela série.

Figura 1: Interpretacéo grafica da série de Fourier

>

Fonte: Kreyszig, 2009, p. 04.

Observando a figura 1 é possivel observar as sucessivas melhorias no ajuste dos termos da
série em relagcdo a funcdo que se deseja representar. Esse fato elucida a convergéncia da
série, que com infinitos termos, teoricamente, representaria a fungdo numa sobreposicédo
perfeita.

Método da separagdo de variaveis (MSV)

Uma grande parte dos fendbmenos fisicos de relevancia para a engenharia, tais como
problemas de transferéncia de calor, elasticidade, vibrages mecénicas, eletricidade,
mecanica dos fluidos, dentre outros, sdo modelados através de equaces diferenciais. Tais
equacdes com niveis de complexidade variaveis podem ser classificadas da forma mais
geral como ordinarias (EDO) ou parciais (EDP). A classificacdo é feita com base nos
parametros dos quais depende a funcdo a ser determinada pela equacao diferencial.
Funcbes que dependam de um sO parametro sdo classificadas como EDO, enquanto
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fungcbes com dependéncia de mais de uma variavel sdo enquadradas como EDP
(KREYSZIG, 2009) (CENGEL, 2014).

Alguns exemplos de fenbmenos modelados por equacBes diferenciais ordinarias sao
representados abaixo.

dty _ q() (26a)
dx* g7 Deflexdo de Vigas
d?x Segunda Lei de Newton (26h)
F.=m—
dt?
d? d Vibragbes Mecénicas Forcadas 26¢C
Mo ky = () ¢ ¢ (26¢)

De forma analoga pode-se apresentar alguns exemplos de problemas cuja modelo
matematico exige uma representacao por EDP. Seguem alguns desses casos.

ou + ov + w _ 0 Equacéo da Continuidade para Fluidos 27a
5% oy Ty =0 Eauas u para Flu (27a)
0%u  0%u Equacéo de Poisson Bidimensional (27Db)
TStz =(Y)
dx?% dy
0’u _ ,0%u Equagdo da Onda Unidimensional (27¢)
a2~ ox?

Por natureza a solucao de equagdes diferenciais parciais € mais complexa em detrimento as
diferenciais ordinarias. Visto isso sera apresentada em seguida um método especifico para
a manipulacdo desse grupo tao versatil de equagoes.

O método de separacdo de variaveis consiste basicamente na proposta de uma solucéo
formada por um produto de fung¢des das variaveis independentes do problema. Em outras
palavras, se um determinado campo potencial depende de dois parametros, é possivel
considerar que uma solucao viavel da EDP seja um produto entre uma funcéo exclusiva do
primeiro parametro e outra funcéo exclusiva do segundo.

Para melhor contextualizar o método, considere que um determinado fenémeno de
interesse, como € o caso da vibracdo de uma onda em uma corda tensionada, possa ser
expressa matematicamente pela equacéo 27c. E de facil observacdo que a variavel primal
u=u(x,t) varia de acordo com uma coordenada espacial e com o tempo.

A expressao algébrica que traduz a ideia central do método de separacdo de variaveis é
trazida pela seguinte proposta de solucdo mostrada a seguir.

u(x,t) = F(x)I(t) (28)

O método de separagdo de variaveis inicia-se com a introducdo da proposta de solucéo
apresentada na equacdo 28 de volta na equacdo de governo, exposta na equacéo 27c.
Dessa forma tem-se:

FI'=c2F"I (29)

Note que as derivada temporais sdo simbolizadas por pontos acima da variavel diferenciada
enquanto as derivadas espaciais sdo simbolizadas de forma sintética com aspas.
Manipulando a equacéo 29 de forma a de fato separar as variaveis, podemos reescrevé-la
no seguinte formato.
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r (30)

Considerando que a equacéo 30 é formada por quantidades constantes de ambos os lados
€ possivel propor a igualdade a seguir, em que k representa uma constante arbitréria.

i p (31)

A equacao 31 divide-se dando origem a duas equacdes diferenciais ordinarias expressas
pelas equacdes 32 e 33.
[—c?kl=0 (32)
F'—kF=0 (33)

O valor da constante k pode ser determinado como positivo, negativo ou nulo, a depender
das condic¢des de contorno do problema fazendo alguns testes l6gicos. Nesse problema, em
especifico, pode-se provar sem demais complicacées que a constante deve ser negativa.
Assim, adota-se uma formulagio quadrada k=-p? para facilitar nos célculos posteriores.
Substituindo a constante negativa nas equacdes 32 e 33, chega-se a:

[+ c?p?I=0 (34)
F" 4 p?F = 0 (35)

Com técnicas simples de resolugéo de equagfes ordinarias de segunda ordem € possivel
constatar que a solugdo geral das equacbes 34 e 35 sdo dadas respectivamente pelas
seguintes expressoes.
E,(x) = A, cos(px) + B,sen(px) (36)
G, (x) = C, cos(A,t) + Dypsen(Ay,t) (37)

Substituindo as equacdes 36 e 37 na equacdo 28, obtém-se a expressdo para a solucdo
geral da EDP.
u(x, t) = (A, cos(px) + Bysen(px))( C,, cos(A,t) + D, sen(A,t)) (38)

De forma a sintetizar didaticamente o método de separacao de variaveis, tragamos a seguir
um algoritmo do método:

I.  Aplica-se a substituicao u(x,t)=F(x)G(t) a EDP em analise;

Il.  Separa-se as variaveis em lados diferentes da equacéao;
[ll.  Presume-se que as funcdes sdo constantes, tornando possivel gerar duas EDO's;
V. Solucionam-se as EDO's;

V.  Substituem-se as solugfes gerais na férmula de separagéo de variaveis.

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

No &mbito da transferéncia de calor os problemas puramente condutivos assumem o papel
de protagonizar efeitos fisicos em diversas aplicacdes praticas na engenharia. Desse fato
surge a necessidade por parte dos engenheiros mecénicos, em principal, de apresentarem
autoridade sobre a modelagem e conceito de fenbmenos como esses, seja para uso em
pesquisa cientifica ou uso em aplicacdes praticas industriais.
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De forma a representar esse conjunto de problemas condutivos de maneira generalizada o
principio de conservacdo de energia é invocado, com vistas na deducdo de um modelo
matematico centrado em uma equacao diferencial parcial de uso versatil.

Para tanto, inicia-se com um balanco de energia em um material arbitrario, no qual hd um
campo tridimensional de temperatura e pode haver geracdo e acumulacdo de energia
térmica. Considera-se um volume de controle (VC) infinitesimal do material ilustrado na
figura 2, computando em todas as suas faces os fluxos energéticos de entrada e saida, tal
como quantidades geradas ou acumulados no VC (DEWITT; INCROPERA, 2014).

Figura 2: Volume de Controle Infinitesimal de Andlise

Q:J‘rd: P q,erdy
[

dz

— (o tdax

/ Q’y d.U

qz

Fonte: Elaborado pelo autor

Os fluxos de calor condutivos de entrada gy, q,€ q, seguem a equagao de taxa dada pela

Lei de Fourier e posta abaixo de forma escalar como componente do fluxo em uma direcéo

arbitraria.

aoT 39

q‘;l, = —kn— (39)
on

Uma vez que, a energia pode ser gerada e acumulada dentro do elemento de analise, os

fluxos de saida sé@o de forma geral diferentes dos de entrada, podendo ser modelados por

uma expansao em série de Taylor em primeira ordem como mostrado nas expressdes 40,

41 e 42.

aq (40)

qx +dx = qx+g—xxdx
dy (41)

qy +dy = qy +Wdy
aq (42)

q,+dz = q2+a_zzdz

Além dos fluxos de entrada e saida a energia gerada e acumulada dentro do volume do
controle também devem ser modelados matematicamente de acordo. Segue abaixo sua
estrutura.

Eger = qdxdydz (43)

oT 44
Ejeu = pcpadxdydz (44)

Dado que todos os termos do esquema da figura 2 estdo devidamente expressados em sua
forma correta é possivel escrever a ideia do balanco de energia térmica que tem seu
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fundamento na primeira lei da termodindmica. O balango térmico no volume de controle é
mostrado abaixo.

Eene = Egq; + Eger =Eqcu (45)

Substituindo as equacdes 40, 41, 42, 43, 44 na conservacdo de energia dada pela
expressao 45, tem-se em dois passos:

oT (46)
dx + a4y + 4z — (Qerax + Gy+ay + Qzeaz) + qdxdydz = pcp— o7 dxdydz
0qy ,  0qy qz aT (47)
s ox 5 —2 0y — 3y pep oo dxdydz

Usando como base o conceito de equacéo de taxa condutivo da expressao 39 as derivadas
dos fluxos da equacédo 47 podem ser feitas com facilidade e facilmente chegamos a:

0 oT 0 oT 0 oT oT (48)
[ﬁ (k ax> dy (ky ay> 3z (kza_)] Fa=pPy

A equacgdo acima é chamada Equacdo Geral da Difusdo Térmica ou ainda Equacédo de
Fourier-Biot. Sua importancia reside no fato da potencialidade de computar numa escrita
diferencial a modelagem matematica de qualquer problema puramente convectivo
generalizado, o que d& ao engenheiro uma ferramenta fantastica como ponto de partida
para a solucdo de problemas condutivos simples e complexos, pois, induz um pensamento
gue converge do geral ao caso especifico.
Para melhorar um pouco a andlise geral da Equacdo de Fourier-Biot vamos adotar a
hiptese de que o meio em que o calor se propaga € isotrOpico, ou seja, apresenta as
mesmas propriedades mecanicas e termo fisicas e todas as trés dire¢des ordenadas. Dessa
forma a equacéao 48 fica simplificada nos moldes da 49, mostrada abaixo.

62T 62T 92T L4 10T (49)

dx? ay2 0z? k T Bot
O termo B é a difusividade térmica do meio, e pode ser definida por:
k (50)
B=—

pcp

Uma analise rapida na equacao 49 revela sua real complexidade de solucdo. Cada uma de
suas derivadas parciais espaciais do lado esquerdo da equagdo necessita de duas
condi¢cbes de contorno para ser solucionada e o conhecimento de uma condicdo inicial do
campo de temperatura também é necesséario para atender a derivada temporal do lado

direito da equacgéo.

MODELAGEM NA ENGENHARIA

No contexto amplo dos problemas condutivos englobados pela equacdo geral 48 estamos
aqui particularmente interessados nos problemas de conducg&o unidimensional em regime
transiente. Portanto, agora a amplitude da andlise é restrita assim como sua complexidade.
Faz-se isso através das hipoteses simplificadoras abaixo, de forma a adequar nossa
modelagem ao problema foco.

l. Conducéo unidimensional;

II.  Conducdo sem geracgéao interna de calor;
[ll.  Regime Transiente;
V. Material Isotropico;
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V.
Aplicando as hipéteses simplificadoras listadas acima na equacdo 48 é possivel chegar a
uma equacéo de governo de seguinte formato.
Com isso a equacéo (18) adquire a forma
ou _0d%*u (51)
o Fo
Para facilitar os célculos, substituiremos a constante de difusividade térmica que acompanha
a derivada em relac&o ao espaco por o2, A substituicdo sera feita para uma Gnica constante
gquadrada para facilitar os calculos que seréo realizados. Com isso a equagdo 51 adquire a
forma abaixo.
o0 2
ot 0x?
A equacdo 52 trata-se de uma EDP, pois a func¢do potencial $u$ depende de duas variaveis,
posicao e tempo (X, t). Essa equacao exige trés condi¢oes, duas condi¢cdes de contorno, ou
seja, 0 estado em que se encontra as pontas do corpo de estudo, e uma condi¢ao inicial, ou
seja, o estado inicial de todo o corpo.
O Método de Separacao de Variaveis tem como primeiro passo de sua implementacdo a
proposi¢éo de uma solucdo para a equacao de governo 51 que dependa apenas de funcdes
de uma variavel, correlatas as coordenadas espaciais x e y em funcdo das quais o campo
potencial u(x,t) deve ser encontrado.

up (x,£) = F()G(t) (53)
Substituindo a proposta dada pela equacéo 54 na equacdo de governo 52, temos:
G F" (54)
«2G F

Por inspecéo é possivel provar que a equacao 54 pode ser igualada a uma constante que
deve ser necessariamente negativa, dessa forma, pode escrever:

G F" ) (55)
= — = —p
«x2G F
Separando a equacédo 55 em duas equacdes ordinarias, tem-se:
F'—p?F=0 (56)
G—a?p?*G=0 (57)
A solucéo geral da equacgéo 56 pode ser escrita como:
F,(x) = c¢; cos(px) + ¢, sen(px) (58)

Para maior sintetizag&o, assumindo-se queld? = a?p?, a solugdo geral da equacgdo 57 pode
ser apresentada por:

Gu(t) = C3e_/1%t (59)
Retornando as solugfes gerais de cada EDO dadas pelas equacgfes 58 e 59 na proposta
original de solugdo e somando-se infinitas solugcbes, temos uma expressao algébrica geral
independente das condi¢des de contorno e iniciais do problema dada por:

[0¢] (00}

u(x,t) = Z up(x,t) = {Z ¢, senpx + c, cos px {c3e"ﬁlt} (60)
. . n=1. . n=1 . .

A posteriori serdo resolvidos dois casos com diferentes condigcbes de contorno e com uma

funcdo de condicdo inicial genérica de forma a determinar as constantes e conhecer o
campo transiente do campo potencial u na barra.

Caso I: Extremidades com temperatura zero
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Um esquema representativo do dominio fisico do problema é dado abaixo para ilustrar um
problema de calor no qual as condi¢des de distribuicdo de temperatura no interior da barra
variam com o tempo.

Figura 3: Geometria e Condic¢des de Contorno

u=20 u =10
| I
0 L xT

Fonte: Elaborado pelo autor

As condigOes de contorno e iniciais que caracterizam os problemas seguem abaixo:

u(0,t) = 0 Face Esquerda (61a)
u(L,t) =0 Face Direita (61b)
u(x,0) = f(x) Condicao Inicial da Barra (61c)
Aplicando a condi¢do de contorno 61a na equacgéo solugdo 53, tem-se:
u,(0,t) =F(0)Gt)=0-F0)=0-C; =0 (62)
Portanto a funcao exclusiva de x reduz-se a:
FE,(x) = C,senpx (63)
Impondo agora a condi¢cdo de contorno 61b temos que:
u,(L,t) =F(L)Gt)=0->F({L)=0 (64)
Para a obediéncia da relagdo encontrada em 64 é necessario que:
C,sen(pL) =0 - sen(pl) > pL=nm > p = nL_n (65)

Portanto as infinitas solu¢cdes de F que atendem as condi¢bes de contorno especificadas
sao:
nmx
E,(x) = sen—— n=1,273.. (66)
Com a funcéo espacial ja determinada em concordancia com as condigbes de contorno,
vamos utilizar sua versdo da equacgédo 66 juntamente com a solugcdo geral encontrada na
equacao 59 e retornar a equacéo de solucéo geral 60, tem-se:

u(x, t) = Z u,(x,t) = {Z c, sen px} {cse~nt) (67)

n=1 n=1
Agrupando-se as constantes presentes na expressao 67 de forma a compactar em uma

nova constantec, = c,cs.

[oe] [o¢]

nnxX o,
u(x, t) = Z uy(x,t) = Z Cn SEN——€""" (68)

n=1 n=1
Uma vez possuindo a solucdo geral de u a menos de uma constante, esta pode ser

determinada utilizando a condicao inicial conhecida, resultando em:
(o]

nmwx
Z Cn SEN—— = f(x) (69)

n=1
Comparando a equacao 69 com a série de Fourier conceitual introduzida na expresséo 22, €

possivel determinar o valor da constante Chatravés das férmulas de Euler, como ja
modelado a seguir.

2 (* . nmx
Cp = ZJ. f(x)sdex n=1273.. (70)
0

Caso ll: Extremidades Isoladas
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Na segunda situacdo considera-se uma barra com extremidades sendo isoladas, ou seja,
com fluxo de calor nulo em seus contornos.Pode ser apreciado a seguir um esquema que

representa a situacao fisica em questao.
Figura 4: Representacao grafica do objeto de estudo

'U;IZO uI:O
| |
0 L xr

Fonte: Elaborado pelo autor

As condi¢des de contorno e iniciais que caracterizam este segundo caso sdo postas pelo
conjunto de equacbes 71.
u(0,t) 0 Face Esquerda

(71a)
0x
du(L,t) 0 Face Direita (71b)
ox
u(x,0) = f(x) Condicao Inicial da Barra (71c)
Em primeiro momento, vamos aplicar a condi¢do de contorno 71a na proposta 53.
u',(0,t) = F'(0)G(t) =0->F'(0)=0 (72)

E viavel mostrar a estrutura diferenciada da funcédo F para entdo aplicar efetivamente a
condig&o de contorno.

F',,(x) = —c;psen(px) + cypcos(px) > F'(0)=0->¢, =0 (73)
Reescreve-se a fungao exclusiva de x novamente da seguinte forma:
E,(x) = cycos(px) (74)
Aplicando-se agora a condi¢do de contorno 71b na equacao 74, temos:
nm
F'(L) = —cypsen(pL) =0 - sen(pL) =0 >pL=nmwr > p = T (75)
As infinitas solugfes que atendem as condi¢des de contorno em x séo dadas por:
nmnx
E,(x) = cos (T) n=123.. (76)

Com a funcéo espacial ja determinada em concordancia com as condi¢gbes de contorno,
vamos utilizar sua versdo da equacdo 76 juntamente com a solucdo geral encontrada na
equacao 76 e retornar a equacéo de solucéo geral 60, tem-se:

u(x,t) = Z u,(x,t) = {Z c cos(px)} {cse~t) (77)

n=1 n=1
Agrupando-se as constantes presentes na expressao 77 de forma a compactar em uma
nova constantec,, = c¢;cs.

co co

X 52,
ulx,t) = z u, (x,t) = z Cn COS——€ n (78)

n=1 n=1
Uma vez possuindo a solucdo geral de u a menos de uma constante, esta pode ser

determinada utilizando a condicéo inicial conhecida, resultando em:

o]

nix
Z €, COS - = f(x) (79)

n=1
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Comparando a equacao 79 com a série de Fourier conceitual introduzida na expressao 22, é
possivel determinar o valor da constante c, através das formulas de Euler, como ja
modelado a seguir.

2 (L nmx
Cp = Zf f(x)cosde n=1273.. (80)
0

CONCLUSAO

A transferéncia de calor faz parte do tridngulo singular da engenharia mecénica que
contempla as pesquisas em termofluidos, o que torna sua compreensdo de suma
importancia para um engenheiro em formacao, de modo que possa completar a graduacéo
plenamente equipado para lidar com os problemas a serem enfrentados na profissdo. Para
tanto ndo s6 é necessario gerar resultados, mas compreender como chegar a eles, para que
assim seja capaz de adaptar a solugédo a cada situacao proposta.

O conhecimento adquirido decorrente do problema de condugéo de calor unidimensional em
regime transiente pode ser expandido para uma analise bidimensional ou tridimensional.
Nesse ponto é importante salientar que as técnicas envolvendo equacdes diferenciais e
fisica-matematica de forma mais robusta sdo recorrentes em mesmo em problema
extremamente diferentes entre si, em outras palavras, as mesmas ferramentas podem ser
utilizadas para a solugéo de diversos tipos de situagdes fisicas.

Ao longo da modelagem matematica do problema posto nota-se a importancia dos
conhecimentos e técnicas da seara de equacdes diferenciais. Em linhas gerais, diversos
fendbmenos fisicos sdo governados por uma equacéo diferencial, portanto saber resolvé-las
é crucial. Por fim, & possivel dizer que a disciplinas de equagfes diferenciais constitui o
ramo central do que denominamos de modelagem matematica para engenharia moderna,
sendo desta forma tema de relevancia primal dentro de qualquer curso de engenharia.
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