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RESUMO

O presente artigo expde a relevancia conceitual e matematica do uso de equacdes diferenciais voltadas
para modelagem das curvas elasticas de elementos reticulares. A importancia do dominio das técnicas
correlatas as equacdes diferenciais é imprescindivel ao aluno graduando de engenharia, uma vez que
sua correta manipulacdo pode conduzir a interpretacfes fisicas assertivas em relagdo a diversos
fenbmenos fisicos, dentre eles a Teoria da Viga Elastica. O entendimento do binémio formado entre o
modelo fisico conceitual e seu equacionamento matematico associado compde uma visdo completa de
um fenbmeno fisico. Logo, ha necessidade de um entendimento mais aprimorado de equacdes
diferenciais, uma vez que elas descrevem modelos de engenharia, ndo sé como pe¢a matemética, mas
como elemento representativo da interpretacéo fisica de cada por menor do fenémeno trabalhado.
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ABSTRACT

This article exposes the conceptual and mathematics relevance of the use of differential equations
oriented to modeling of elastic curves of reticular elements. The importance of the field of techniques
related to differential equations is essential to graduating engineering student, once its correct handling
can lead to physical assertive interpretations in relation to various physical phenomena, including the
Theory of Elastic Beam. The understanding of the binomial formed between the conceptual physical
model and its associated mathematical modeling makes up a complete picture of the physical
phenomenon. Therefore, there is need for a more enhanced understanding of differential equations,
since they describe engineering models not only as a mathematical piece, but as a representative
element of physical interpretation of each detail of the studied phenomenon.
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INTRODUCAO

No contexto de ensino de engenharia civil, uma das areas de maior destaque é aquela voltada
para a mecanica dos solidos, que inicia a formacdo de seus alicerces desde a mecéanica
estatica, permeando os conhecimentos de analise estrutural e resisténcia dos materiais e
acaba por culminar em disciplinas cujo foco é o dimensionamento de estruturas.

A andlise estrutural e o dimensionamento desses elementos envolvem de forma geral uma
preocupacédo com a resisténcia e a rigidez. Segundo ALMEIDA (2009) a capacidade de resistir
aos esforcos solicitantes sem que ocorra ruptura e de ndo deformar excessivamente sobre a
acdo desses carregamentos externos caracteriza, respectivamente, 0s conceitos de
resisténcia e rigidez. E no segundo conceito que reside o foco do presente desenvolvimento,
uma vez que é possivel determinar os deslocamentos sofridos por um elemento mecanico ou
estrutura sob carregamento. Dentro do escopo de técnicas para determinacdo de
deslocamentos e inclinac6es de estruturas, uma das ferramentas de maior relevancia € a
Teoria de Euler-Bernoulli para o célculo da curva eléstica em vigas. Tal teoria acaba por
modelar o deslocamento em pontos da viga através de uma equacéo diferencial de quarta
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ordem, em que tais deslocamentos dependem da magnitude da solicitacdo, da geometria e
do material que constitui a viga (POPOV, 1978).

A importancia das equacdes diferenciais € fundamental na modelagem matematica dos
fendmenos fisicos presentes em diversas areas da ciéncia, em especial na engenharia. Dessa
forma, assim como na teoria da viga elastica, diversos problemas de fisica aplicada utilizam
ferramentas de equacoes diferenciais na composi¢cao de seus modelos matematicos. Assim,
o dominio dos conceitos e técnicas analiticas e computacionais ligadas as equacdes
diferenciais é imprescindivel.

TECNICAS ELEMENTARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

No desenvolvimento matematico que vird a seguir, no contexto da Teoria de Curvas Elasticas
de Euler, as técnicas requeridas para a solucao da equacao final sdo relativamente simples.
Essa concluséo deve ser analisada com cautela, pois da mesma forma que existem equacdes
diferenciais de simples solu¢do também h& aquelas cuja solugdo analitica nem mesmo é
conhecida, demandando dessa forma uma solugéo aproximada por técnicas computacionais.

O meétodo de solucéo das equacdes diferenciais a ser utilizado em nossas anélises é um dos
mais triviais existentes nos cenarios desse tipo de equacéao, e se chama método de integracéo
direta. Esse método pode apenas ser aplicado a uma classe especifica de expressées
diferenciais, denotada equacgdes de variaveis separaveis. O formato geral dessas equagbes
pode ser visto abaixo.

@y _
dx  g(x) 1)

Observando a equacgédo acima é possivel perceber que a parte da direita € como em toda uma
funcéo de x e y. Entretanto, de forma que é possivel distinguir e separar em duas funcdes
independentes, uma apenas de x e outra apenas de y. A grande vantagem de se trabalhar
com uma equacao desse tipo é que pode-se agrupar os termos dependentes de x com o
infinitesimal dx de um lado e analogamente termos dependentes de y com o infinitesimal dy,
permitindo uma posterior solugdo por integracdo simples (BOYCE; DIPRIMA,
2014)(KREISZIG, 2009). Por exemplo, uma equacao diferencial cuja solucdo usa-se a técnica
de separacgdo de variaveis é expressa pela equacao 2.

2

dy_x_
E_Zy (2)

Separando as variaveis semelhantes e integrando ambos os termos, obtém-se:
f2ydy=fx2dx=>y2=";+c 3)

A constante C € determinada quando o problema apresenta algum valor inicial ou uma
condicdo de contorno. Analisando outro exemplo um pouco mais interessante, envolvendo
fungBes trigonométricas.

dy _ ycosx
dx ~ 142y?

(4)
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Analogamente, separando as variaveis e integrando.
f(Hyi)dyzfcosxdx = In|y| + y? =senx + C (5)

Com o objetivo de demonstrar de forma didatica o mecanismo de solucdo de uma equacao
de variaveis separaveis, tomemos a seguinte equacéao diferencial abaixo para manipular.

4
= —w() (6)
Uma rapida analise no lado direito da equagéo 6 mostra uma funcgéo exclusiva de x, dada por
w(x), que representa a fungéo de carregamento externo sobre uma estrutura. O termo produto
EI presente no denominador representa o médulo de rigidez a flexdo da estrutura e €
considerado constante para a demonstracao que segue. Como a equacao 6 € de variaveis
separaveis, um simples processo de integracdo sucessiva leva-nos a solucdo geral da
equacao 6, como pode ser visto na sequéncia algébrica abaixo.

Py _
El=S=v= [wdx + ¢, (7)
dZ
1;"1(1—;2:1\4:—ffwdx+cl+c2 (8)
d 1
Eld—zzim=—fffwdx+zclxz+czx+c3 (9)
EIy=—ffffwdx+%6‘1x3+%sz2+C3x+C4 (10)

E facil observar que como as mdltiplas integracdes séo indefinidas, cada passo gera uma
constante a determinar. Nossa capacidade de inferir sobre tais constantes depende do
conhecimento sobre a variavel diferenciada, y, e suas derivadas em alguns pontos
particulares da estrutura.

Figura 1 — Condi¢Bes de contorno em uma estrutura

€T

N Yoz

A B

Fonte: Elaborado pelo autor

Em uma viga biapoiada submetida a um carregamento uniforme (Figura 1), € possivel analisar
que as condi¢cBes de contorno desse sistema estéo localizadas nos pontos A e B, hos quais
respectivamente sdo considerados que os descolamentos verticais e os momentos fletores
sdo nulos. A partir destas informacdes, basta aplicar tais condi¢ces nas equacdes geradas
para determinar cada uma das constantes C;, C,, C3, C,.

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

A Teoria da Viga Elastica foi concebida por Leonhard Euler e Daniel Bernoulli em meados dos
séculos XVIII. Ambos foram extremamente influentes em diversas areas do conhecimento,
dentre elas mecéanica dos fluidos, resisténcia dos materiais, calculo diferencial entre outras.
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As ideias que embasam a teoria sdo pautadas fortemente na geometria e calculos diferencial
e integral (NASH; POTTER, 2014)(TIMOSHENKO, 1975). Para iniciar o desenvolvimento
matematico da equacdo da curva eldstica para vigas é preciso relembrar uma expresséo
originaria da modelagem de flexdo pura, que determina a curvatura de um membro solicitado
por momento fletor. Tal equacéo e sua dedugéo podem ser facilmente encontradas em textos
de resisténcias dos materiais.

t=— (11)

Considera-se a figura 2 mostrada abaixo como um esquema de uma viga deformada, cujos
elementos geométricos sao utilizados na dedugéo a seguir.

Figura 2 — Curva elastica de uma viga
o

P

Fonte: Elaborada pelo autor

Observando o esquema acima, € trivial observar com apoio da trigopnometria basica que:
ds =rdf (12)

Rearranjando a equagéo 12 de forma a explicitar a curvatura, tem-se:

1

r

dae

= (13)

Vamos assumir o0 médulo como sendo positivo, ja que os dois resultados sdo possiveis de
acordo com o sinal do momento fletor.

_as

1
T ds

(14)
Como na prética da engenharia civil trabalha-se como pequenas deformacdes temos que a
curva elastica é achatada e pode-se adotar as hipoteses simplificadoras abaixo.

ds = dx (15)

9~tgh== (16)

T dx
Aplicando as simplificacdes contidas nas equacdes 15 e 16 obtém-se:

1_4y

r dx? @)
Observe que de acordo com o sistema de coordenadas posto em nosso esquema da figura 2
o deslocamento vertical ou deflexdo de cada ponto da viga é dado por y. Portanto, a expressao
17 explicita a curvatura em funcdo da flecha. Dito isso, igualando-a as expressdes 11 e 17

chega-se a equacao diferencial da curva elastica:
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d?y
A equacdo 18 evidencia a dependéncia da flecha com o carregamento, geometria e material,
0 que se mostra intuitivo. As relagbes diferenciais existentes entre carregamento, esforco
cortante e momento fletor sédo postas abaixo.

aM av

w=V w= (19)
Por fim, utilizando as relacdes conceituais acima, é possivel escrever a equacao diferencial
da curva elastica de duas formas alternativas, mostradas a seguir.

d3

Elzd—;; =V (20)
d*y

Elzm = —q (21)

Para o caso de vigas delgadas em que deformagfBes mais significativas podem ocorrer, é
preciso abandonar as simplificacées 15 e 16 e considerar a tangente da curva elastica em
cada ponto como sendo:

0 = arctg (%) (22)

Com isso substitui-se a equagdo22 na equagao 14, tem-se:

l _ E _ d arctg(i—z)ﬁ _ Z;{ (23)
r ds dx ds ay 21>
[1+(a) ]

A equacdo 23 é chamada de formula exata da curva elastica, pois ndo contém aproximacoes
para pequenas deformacdes, sendo uma expressdo geral de célculo. A mesma que foi
concebida nos trabalhos de Leonhard Euler.

MODELAGEM NA ENGENHARIA

E grande a importancia das equaces diferenciais aplicadas & modelagem na engenharia.
Essa relevancia se deve ao fato de que varios dos principais fenédmenos fisicos pesquisados
por engenheiros, matematicos, fisicos ou mesmo quimicos sdo passiveis de modelagem
através dessa classe tao versatil de equacdes. Dentre os fendbmenos de interesse para a
engenharia esta o problema da determinagéo da curva elastica de uma viga deformada. Esse
problema é modelado de forma eficaz pela equacdo da curva elastica mostrada na secao
anterior. De forma a exemplificar a aplicacdo da teoria da viga elastica seguem dois casos de
vigas recorrentes na engenharia civil: uma estrutura isostatica e outra hiperestatica.

ANALISE DE ESTRUTURA ISOSTATICA

Esse tipo de estrutura apresentada é configurada de forma a restringir seus graus de liberdade
com, estritamente, 0s apoios necessérios, ou seja, suas reacbes de apoio podem ser
integralmente calculadas apenas com as equacdes de equilibrio (BEER et al., 2015).Na figura
3 é apresentada uma viga biapoiada, submetida a um carregamento distribuido.

Figura 3 — Viga biapoiada submetido ao carregamento distribuido
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L

Fonte: Elaborada pelo autor

E conveniente escrever a equacgio da curva elastica em relacdo ao carregamento que a
estrutura esta submetida.

ey _ _, (24)

dx*

Para resolver a equacao 24, basta usar a técnica de separagao de variaveis e integrar ambos
os lados da equacéo.

Elds—y =V(x)=-wx+C (25)
dx3 1

Observe que surge uma constante C;, devido a integral ser indefinida. Repetindo esse
processo para a equagado 25, obtém-se que:

EI@—M(x)=—%Wx2+C1x+C2 (26)

dx?
Como a viga esta apoiada nas duas extremidades A e B, sabemos que M(x =0) =0e M(x =
L) = 0. Dai, aplicando tais condi¢cbes de contorno na equacao 26, obtemos os valores das
1
constantes C; = 0 e C; = ZwL

@y _ _ 1,241
Eldxz— Swx® +-wlx (27)

Integrando duas vezes a equacdo 27, chega-se nas equacfes da inclinacdo 6(x)e do
deslocamento y.

v _ = X3+ Lwx?
Eldx—EIB— Swx +,wlx +C; (28)
Ely = —2—14wx4 + 1—12WLX3 + C3x + C, (29)

Contudo, é necessario ainda determinar as constantes, isso sera realizado de forma anéloga.
Nos apoios A e B o deslocamento vertical é nula, isto é, as condi¢cdes de contorno sdo y (x =
0) =0ey(x = L) = 0. Aplicando tais informagdes na equacao 29, as constantes serdo iguais

C3=0€ Cp —-wi.

—_ W .4 3__73
y—zm( x* 4+ 2Lx° — L°x) (30)

Aplicando o valor da constante C;= 0 na equacao 28 e igualando a zero, podemos notar que
a inclinacdo é nula quando x = L/2. Substituindo x = L/2na equacdo 30, obtém-se o
deslocamento vertical maximo ou flecha maxima y,, 4.

5wL*

1V lmax = 3545 (31)
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A flecha maxima, que ocorre no trecho de inclinacdo nula, esta exposta no gréafico da
configuracdo deformada abaixo.

Figura 4 — Linha elastica da viga

r=20 x=1L/2 =1

dy
S5wl? dr
Ymaz = W

=0

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma rapida inspecdo na equacdo 31 mostra que a flecha da viga biapoiada em questao
depende da poténcia quarta de seu vao. Nesse raciocinio é possivel inferir que vigas esbeltas
nao devem ter um grande trecho de vao entre apoios, uma vez que grandes deslocamentos
poderiam ser observados, caracterizando uma peca com rigidez insuficiente, ja que sofre
deformacgfes excessivas.

ANALISE DE ESTRUTURA HIPERESTATICA

As estruturas hiperestaticas possuem uma configuracao diferente da isostatica, pois em tais
tipos de estruturas as equacdes de equilibrio ndo séo suficientes para determinar as reagdes
de apoio e os carregamentos internos, ou seja, possuem um numero de reagdes superiores
ao necessario para manter a estrutura em equilibrio, tornando mais complexa a sua analise
(HIBBELER, 2006) (UGURAL, 2000).

Para resolver tais tipos de vigas, sdo conhecidos basicamente trés métodos, isto €, método
das forgas, deslocamentos e Cross. Porém, é possivel determinar as rea¢des de apoio com

0s conceitos da teoria da curva elastica, como é analisado na viga demonstrada pela figura 5.
Figura 5 — Viga hiperestéatica com carregamento triangular ao longo do eixo

A f \ B

L

Fonte: Elaborada pelo autor

Realizando um corte genérico em um ponto qualquer x da viga, podemos escrever que 0
momento é dado pela seguinte relacao:

wox3

M(x) = Ryx — L (32)
Substituindo a equacao 32 na equacao da curva elastica.
a*y _ wox3

El—% = Ryx — =2 (33)

Integrando duas vezes a equacdo 33, obtém-se as equacbes para a inclinacdo 8(x) e
deslocamento vertical y(x).
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wox*

ay _ _1 2 _
EIZZ=EI 6 =-Ryx

1 5
Ew=gﬂﬂ3—%%+Cﬂ+C2 (35)

As constantes C; e C,serdo determinadas através das condigBes de contorno. Sabe-se que
na extremidade A temos que y(x = 0) = 0, logo €,=0. Na extremidade B (engastada) teremos
as seguintes condic¢des de contorno 6(x = L) = 0e y(x = L) = 0, aplicando nas equagdes 34
e 35 chegaremos no seguinte sistema.

W0L3
24
W0L4'
120

1
“RyL3 =" 4 €1 =0

(36)

1
SRyL3 =20 4 Cix =0

O sistema é facilmente solucionado multiplicando a primeira equacédo por L e subtraindo da
segunda equacado, com isso obtém o valor da reacdo na extremidade A.

1
RA = 1_0W0L (37)

Para determinar a constante C;, aplicamos a equacéo 37 na expressao 34.

C, = ——wpl3 (38)

Por fim, substituindo os valores das constantes e da reagdo no apoio A, podemos escrever
uma expressao para a inclinacéo e o deslocamento.

Y = Tom (Cx° +2L%x% — L*%) (39)
_ady _ _Wo ( .4 2x% _ j4
9._dx._12an( 5x* + 6L L*) (40)

Fazendo 8 (x = 0), chegaremos na inclinacdo na extremidade A.

woL3
120E1

A inclinagdo méaxima posta pela equaco 41 é ilustrada pela figura 6. E interessante observar
gque esta acontece no apoio de primeiro género, em detrimento ao engastamento que por
conceito tem inclinagdo nula.

Figura 6 — Diagrama de deflexdo da viga

4

Fonte: Elaborada pelo autor

O caso hiperestatico trazido pelo equacionamento a priori releva uma grande potencialidade
do método da integracdo dupla: a capacidade de calcular reac6es de apoio em estruturas
hiperestaticas. Portanto, apesar de seu processo matemético ser longo, devido a sua
aplicagao simples, compde 6tima ferramenta inicial para analise de estruturas indeterminadas
mais simples.
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CONCLUSAO

Em linhas gerais é possivel dizer que as disciplinas voltadas para fisica e para mateméatica
nas graduacdes de engenharia tém por objetivo central a formacdo de um arcabouco de
conhecimentos que visa posterior aplicagdo em técnicas modelagem matematica, sendo estas
aplicadas a uma ampla gama de fenébmenos fisicos. Dentre tais fendmenos a deflexdo de
vigas figura como area de estudo importante para a engenharia civil e mecéanica.

A deflexdo de vigas é assunto de grande relevancia pratica, ao passo que seu dominio
constitui ferramenta basica para o projeto de vigas na construcao civil e elementos de
maquina. Entretanto, um entendimento pleno sobre o fenbmeno s6 pode ser alcancado com
suficiente capacidade de manipulacao sobre a equacao diferencial da curva elastica, o que
deixa claro que um engenheiro s6 exibe caracteristica de andlise natural uma vez que
apresente, em paralelo, uma base sélida de conhecimentos sobre os modelos matematicos e
sua algebra associada.

A importancia do conhecimento, uso e manipulacdo de equacdes diferenciais pode ser mais
uma vez reforgada, pois sem estas habilidades a modelagem n&o pode ser feita de forma
consistente. Por fim é importante destacar que assim como o ciclo basico edifica uma ponte
entre as ciéncias puras de fisica e matematica com a modelagem aplicada a engenharia, esta
também liga a vertente académica a aplicacéo pratica. Em suma, todos o0s projetos reais que
sdo executados na construcdo civilLb assim como softwares responsaveis por
dimensionamentos nas mais diversas areas de engenharia tém como base os modelos
matematicos propostos pela academia.

REFERENCIAS
ALMEIDA, M. C. F. de. Estruturas isostaticas. Sdo Paulo: Oficina de Textos, 2009.

BEER, F. P. et al. Mecanica dos Materiais. 72 Edi¢cdo. Porto Alegre: AMGH Editora, 2015.

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Equacdes diferenciais elementares e problemas de
contorno(92 edi¢édo). LTC Editora., Rio de Janeiro, 2014.

HIBBELER, R. C. Resisténcia dos materiais. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006.

KREYSZIG, E. Matemética superior para engenharia. Rio de Janeiro: Livros Técnicos
eCientificos, 2009.

NASH, W. A,; POTTER, M. C. Resisténcia dos Materiais-5. Porto Alegre: Bookman
Editora,2014.

POPOV, E. P. Introducdo a mecéanica dos sdlidos. Séo Paulo: Edgard Blucher, 1978.

TIMOSHENKO, S. Resisténcia dos materiais. Rio de Janeiro: Livros técnico e cientifico
editora, 1975.

UGURAL, A. C. Mecanica dos materiais. Rio de Janeiro: Grupo Gen-LTC, 2000.

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), v. 1, n. 1, 2016



